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Math. Annalen, Bd. 122, S. 1—5 (1950). 


Uber einen Satz der Theorie der Baireschen Funktionen 
und Borelschen Mengen. 


Von 
Demetrios A. Kappos in Erlangen. 


In der Theorie der Baireschen Funktionen auf einer Menge Jt und der 
dazu in engster Beziehung stehenden Borelschen Mengen in MM spielt fol- 
gender Satz eine Hauptrolle: 


Ist @ (bzw. R) ein Verband von Funktionen auf I (bzw. von Mengen 
in M), so gilt: 
D, = D,,U Dy, (baw. R, = Ros NR.) *) 


Der Satz wird bekanntlich?) zuerst fiir Funktionenverbinde bewiesen 
und dann mit Hilfe der charakteristischen Funktionen der Mengen auf 
Mengenverbande iibertragen. S1IERPINSKI®) hat den Satz fiir Mengenverbinde 
auch direkt bewiesen. In beiden Fallen aber wird beim Beweise der Punkt- 
begriff benutzt, also wesentlich die Tatsache daB R ein Mengenverband ist. 
Der Satz ist jedoch rein verbandstheoretischer Natur. In der Tat sind alle 
Begriffe, mit Hilfe derer der Satz formuliert wird, verbandstheoretisch er- 
klarbar und dementsprechend gilt, wie wir zeigen werden, der Satz in topo- 
logischen Verbinden, die viel allgemeiner als die Funktionen- (bzw. Mengen-) 
Verbande sind. 


1. Algebraische Konvergenz in Verbdinden. In jedem Verein (teilweise ge- 
ordnete Menge) V kann man auf Grund der Vereinsrelation ¢€ eine Kon- 
vergenz, sog. (o)-Konvergenz, einfiihren*), namlich: 


(1.1.) Definition. Eine Folge x,, %,,... aus V konvergiert gegen xe V, 
wenn zwei Folgen (a,) und (b,) aus V derart existieren, daB 1) a, & an41¢ 
Xn 1S On41S 5, fiir alle n 1,2,...0n€ II) Ua, = 16, = z gilt. 


Es sei V ein bedingter (o, 6)-Verband, d. h. in V sei die o bzw. 6 Opera- 
tion fiir die in V beschrankten abzaihlbaren Folgen von Elementen immer aus- 
fiihrbar; dann ist in V die Def. (1.1) gleichwertig mit: 


(1.2). Hine beschrénkte Folge 2,, %,... aus V konvergiert gegen x€ V, 
co oo oo foe) 
weez=U 171 eu, = U ai, gilt. 
vy=1 o=0 5s v=1 e@=0 . 


1) SrerPrnski, W.: Fund. Math. 18, 1-—22 (1932). Den von SIERPINSEI benutzten 
Begriff ,,Ring** haben wir mit dem gleichbedeutenden Begriff ,, Verband‘ ersetzt, um 
besonders bei Funktionen Verwechslungen mit dem Begriff des algebraischen Ringes 
zu vermeiden. ®y bzw. Dp, bzw. Dy entsteht aus ® durch Adjunktion der Limiten aller 
auf- bzw. absteigenden bzw. beliebigen eigentlich konvergenten Folgen aus ®. Dgq 
bzw. Djg ist dann = (Dg), bzw. = (Dp)g. 

*) Haun, H.: Reelle Funktionen, 8. 248 und 250, Leipzig 1932; auch SrerprysKrl.c. 1) 

3) Srerprnsk1, W.: C.r. Paris 192, 1626—1628 (1931); auch Haun l. c. 2). 

4) Brexuorr, G.: Lattice Theory, § 36, New York 1940. 
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Wir werden im folgenden die (0)-Konvergenz algebraisch, in Zeichen 
lim alg zx, = x, nennen®). In einem bedingten (0, 6)-Verband V existieren 
fir eine in V beschrinkte Folge von Elementen qj, dg,... 

co 


co oo oo 
limalga, =U MNa,,, bzw. limalga,=M Ua,,,, 
—_ y=1e=0 


y v=le= 


und es ist allgemein lim alg a, ¢ lim alga, und im Falle der Konvergenz 





wegen (1.2) lim alg a, = lim alg a, = lim alg a,. 


2. Topologische Verbdénde. Es sei V ein bedingter (o, 4)-Verband und W 
irgendein Unterverband von V. Wir nennen W topologisch beziiglich der 
algebraischen Konvergenz®) (kurz topologisch), wenn folgendes gilt: 


(2.1). Aus lim alg a, = a und lim alg b, = 6; a,, 6,,a,b6€W,n=1,2,... 
folgt lim alg (a,\U65,) = aUb und lim alg (a, \5,) = and. 
Aus dieser Definition folgt: 


(2.2). Jeder Unterverband eines topologischen Verbandes ist wieder topo- 
logisch. 

Anmerkung. Die gewdhnliche Limesbildung von Mengenfolgen’) bzw. 
von Funktionenfolgen, die auf einer festen Menge 3 definiert sind, ist, 
verbandstheoretisch aufgefaBt, ein spezieller Fall der algebraischen Limes- 
bildung und Mengen- (bzw. Funktionen-)verbande sind beziiglich dieser 
Limesbildung topologisch. Die Mengen-(bzw. Funktionen-)Verbiande sind 
jedoch distributiv, was fiir topologische Verbande allgemein nicht der Fall ist. 


3. Es sei V ein topologischer bedingter (a, 6)-Verband und W irgendein 
Unterverband von V. Wir bezeichnen mit W, das Untersystem von V, 
das wir erhalten, wenn wir zu W alle Elemente aus V adjungieren, die alge- 
braische Limiten von Folgen aus Elementen von W sind. Aus der Erklarung 
der Elemente von W, und aus (2.1) folgt, daB W, ein Unterverband von V 
ist. W, bzw. W, entsteht aus W durch Adjunktion aller méglichen Ver- 
einigungen bzw. Durchschnitte von abzaihlbar vielen Elementen aus W, die 
in V existieren. Entsprechende Bedeutungen haben W,;, W;,, Woo, Was; 
Woe, usw. Es ist W,, = W, Was = We. 

Es gilt 

(3.1). Satz. W, (bzw. W,) ist identisch mit dem Untersystem von V, be- 
stehend aus allen Elementen von V, die algebraische Limiten von aufsteigenden 
(bzw. absteigenden) Folgen aus Elementen von W sind. 


Beweis. Es sei a, € 4,4, (bzw. a, 2 a,4,) mit a,€¢ W,n =1,2,..., und 
lim alg a, = a € V,dann ist a = U a, (bzw.a = /N a,) alsoa € W (bzw. W,). 
Es sei umgekehrt a¢ W, (bzw. W,), also a Ua, (bzw. = a,) mit 
a€ V,a, ¢€ W. Wir setzen 8, = a,VUa,U...U dy (dy = GN agNas/\. . - Gq); 
dann gilt 8, 8,4, (d, 24,4 ,) und a = lim alg s, (bzw. = lim alg d,). Damit 
ist der Satz bewiesen. 


Aus (3.1) und (2.1) folgt: 


5) Haupr-Aumann-Pavuc: Differential- und Integralrechnung Bd. I, 8S. 32, 2. Aufl. 
Berlin 1948. 

6) Brrxnorr, G.: |. c. 4), § 37. 

7) Hann, H.: |. c. 2) S.17; auch Haupr-Aumann-Pauc, |. c. 5). 
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(3.2). Satz. W, bzw. W, und allgemein jedes Borelsche Untersystem 
Wow: ++ 9, von V iiber W, wobei 09; = 6 oder =o, i= 1,2,...,%, ist ein 
Unterverband von V. 


Anmerkung. Unter der Voraussetzung der endlichen Distributivitat 
von V kann man mit Hilfe von (2.1) zeigen, daB der topologische Verband 
V und jeder Unterverband W von V o- und 6-distributiv ist, d. h. aus 
a =Ua,, b= U b, mit a, b, a,, 6, € V baw. W folgt ar. b = U(a, 1 5,,) (die 

n,m 
6-Distributivitat ist dual zu erkliren). Umgekehrt folgt aus der o- und 
6-Distributivitat von V, daB V topologisch ist. Es ist also ,,endlich distributiv 
und topologisch*‘ gleichwertig mit ,,0- und 6-distributiv‘*). Fir einen distri- 
butiven und topologischen Verband V lat sich (3.2) direkt beweisen. Wir 
bemerken ferner, daB ein topologischer Verband nicht immer distributiv 
zu sein braucht. Als Beispiel betrachten wir die Menge K aller cartesischen 
Produkte a, X a, mit a, € B,, a, € B,, wobei B, und B, o-Boolesche Verbande 
sind®). Durch Definition I § 5°) wird K teilweise geordnet. K ist ein (a, 6)- 
Verband; denn es gilt U (a x a) = U a® x U a® baw. N (a x a) = 

k k k k 

Na® x Ma. K ist aber nicht distributiv'’). K ist topologisch: Es 

k k 
seien namlich zwei aufsteigende Folgen aus K: 


a”) x a) cat 1) als + 1) bzw. bY) > bY) C b +1) x bv +), 2 = 1,2,... 
dann ist, wie man leicht bestatigt: 

(I) lim alg (a x a) Ulim alg (6 x b™) = lim alg {(a x a) U (D™ x b™)} 
Es gilt aber auBerdem: 

(II) limalg (a) x a) 7 lim alg (6 x 6) = lim alg {(a™ x a) ~\ (6 x BM)}; 


denn 


lim alg (a) x a) -\lim alg (6) x 6) = U (a x a) AU (0 x 6M) 
7 7 


={U ae x U a} n{U ™ x U bY} 
be bu Ma Me 


= {Ua AU} x {Ua n U bi} 
bu “ i 
_ U (a\) \ b\) 4 U (a) \b) 
yu u 
U {(a r\ bi) x (a r\ b))} = U {(a x a) 7\ (b(”) x bY))} 
ia u 


= lim alg {(a x a) (6 x bY)}. 


Dual zeigt man, da (1) und (II) fiir zwei absteigende Folgen gelten. Daraus 
folgt aber, daB K topologisch ist. 

Wir bemerken endlich, daB Verbande existieren, die nicht topologisch 
sind’), 

8) BrrenorF: |. c. 4), S. 85. 

®) Kappos, D. A.: Math. Ann. 120, 43—74 (1947). 

10) Kappos: 1. c. 9), S. 52, 

11) BrreuorrF: |. c. 4). S. 30 FuBnote. 

1* 
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Der in der Einleitung angekiindigte Satz ldutet nun: 
(3.3). Satz. Es sei V ein bedingter (a, 6)-Verband, der topologisch ist. Ferner 
sei W irgendein Unterverband von V. Dann ist 
W,= Wosf\ Wee 
Beweis. Zuerst gilt W, ¢ Wi; 7. W5,; denn ist a€ W,, so existiert 
Na,+.=N Ua, +, 
e=0 p=le=0 
d. h. 


also a € W,, und a€ W,,. Es bleibt daher zu zeigen: W,;7.\ W,,¢ W 
aus a€ Wy, W,, folgt ac W 


fos) 
eine Folge a,, a,,...aus W,soda8Ba = limalga, = U 
bb 1 


a 
a 


Aus a€ W,,7\ W,, folgt aber: 


co = 3) 
(3.4) a U G = NM b; mit C; § W;, b; € W,,% = ee ° 09 
i=1 i=1 
oo oO 
(3.5) bs = U by, c; = Ney mit b,, cy € W, i,k = 1, 2, 
k=1 k=l 
Wegen Satz (3.1) und (3.2) kann angenommen werden: 
(3.6) Awa CO, BOE s.3 
und 
(3.7) Bia COieG «ss BEM Go ldGeds.y 8 mis... 
AuBerdem kann o.B.d.A. vorausgesetzt werden, daB 
(3.8) 6,260 2032... baw. pS Con Sen... & =i, 2,... 
Ist namlich (3.8) nicht erfillt, so ersetzen wir 6,, durch 
bog = Oye A+++ Vb, baw. ©, durch cp, = ¢yyU Cgp UU Cop 
und haben 6); ¢ bo, k+1» Coe 2 Cork +1 SOWie 
co 
lim alg 65, = U 6,, = lim alg by - lim alg 6... . . Flim alg 5,, 
k=1 
Aba N...V5, b, 


oo 
und entsprechend M ¢,, = ¢,. 
k=1 ' 


Unter der Voraussetzung, daB (3.6), (3.7) und (3.8) gelten, bilden wir jetzt 
die Elemente 
(3.9) a 


Es ist a, ¢ W fir alle n =1,2,.... Wir werden zeigen, daB lim alg a, 
existiert und gleich a ist, d.h. ac W 


n (Cyn 3 bs») (Con a ben) or a (Can Geel fir n = l, Tr 


= 
Es ist namlich 


@ 
U (ce, 7\ by,) = lim alg (cy A bg ny) = cy A Oy ec, fir & = 1,3,..., 
=k 


n n-—»> co 


bzw. 


Nn 
=k 


(by U Ce,) = lim alg (bh U cy,) = 5, VG = & fir k = 1,2,..., 
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aa ——— (Cy CV Byy) U (Cy AV By) U (Cy AV Oyg) U-- - 
a=Ucq=U U(¢n,) = J (Cg \ B99) U (Co M\ Ogg) U.-- 

ss k U (C3 AV gs) UU. - 
weil das kommutative bzw. assoziative Gesetz von fir beliebig viele 
Glieder gilt, so ist 


a=U {(¢, a bin) L {Ce c ben) ead (Cp \ ban)} 
n=1 
oder 
(3.10) a = U ay mit a) = (€, 0 5,,) U (C2 A Dan) Use U (On A Onn) - 
n=1 


Entsprechend kénnen wir 


co 
(3.11) a Nay mit ag = (b,U Cyn) A (bg U Con) A °** A (On U Can) 
n=) 
setzen. Es ist aber aj, Ca,4, bzw. a; Da ,, fir n=1,2,..., so daB 
wegen (3.10) und (3.11) gilt 


(3.12) a = lim alg a; = lim alg ay. 


Nun ist einerseits: 


(a) an (¢, ‘\ bn) Y (Cs P Don) yo (Cy \ Ban) < 


S (Gn b, n) U (Con! ben)** U (Can ban) =a,; 


weil cz C c,,, fiir alle k = 1, 2,..., m wegen (3.5) gilt, und andererseits: 
k= “kn g 


(B) ay (Cyn eo bin)V (Con N\ben) VU aed (Cunl\ Onn) ¢ 
€ (By U egy) 0 (Bg Con) V2** 0 (On U Cnn) = Gn 


Dies ergibt sich aus bn \C,» © bp U Ce, fir alle & = 1,2,..., m und 
Lu 1,2,..,m. Letzteres folgt so: Fir u =k ist c,, =cjy, und Ch 
wegen (3.5); fir uw > k ist Cn AV bun S bun S Onn S Oe S Oe U Cen wegen (3.8); 
und fiir uw < k ist ¢4n VO .n S Cun S Cen & OU Cen wegen (3.8). 

Aus («) und (8) folgt a, ¢a, a; und da lim alg a, = lim alg Gn = G, 
so existiert lim alg a, und ist auch gleich a wegen (1.1). Damit ist der Satz 
bewiesen. 


( Eingegangen am 4. Juni 1949.) 
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Konvergenzbetrachtung zum Abbildungsverfahren 
von Theodorsen-Garrick’). 
Von 


Hans Wirticu in Karlsruhe. 


1. Ein einfach zusammenhangendes Gebiet G,, in der w-Ebene mit dem 
Rand I’, sei beziiglich w = 0 sternférmig im strengen Sinne. Zwischen 
den Randpunkten w = Pe? und dem Polarwinkel 0, 0< 6 < 2z, be- 
steht also eine eindeutige Zuordnung P = P (6). Es gibt genau eine Funk- 
tion w (z) = z + a,2% +----, die |z| < R schlicht und konform in G,, ab- 
bildet, wobei der Abbildungsradius R zufolge der Normierung durch G,, 
eindeutig bestimmt ist. Da beide Gebiete, |z| < R und G,,, nur erreichbare 
Randpunkte besitzen, bezieht w = w (z) die Rander der Gebiete umkehrbar 


. : , _ - . w (z) 
eindeutig und stetig aufeinander. Die Funktion =1+ a,z 
ist in |z| < R eindeutig regular analytisch und + 0, so daB also nach Fixierung 
eines Zweiges die Funktion 
w (2) , w (z) | 

(1) h (z) = log —— = A, z+ +++ log (lim )=0, 

z om © 
. . ° . ° , W (Zz) . 
in |z| < R eindeutig analytisch ist. Wegen +0, oo auf |z|<R gilt 


nach der Poisson-Jensenschen Formel die Darstellung 


I r w (Retz) | Retza+z 
9 —_ 4 o« 14 
(2) h(=s- | log "-i Rela tt = Te’, 
0 
> of > 
mit log |~ ha = log = . Unter der Voraussetzung, da8B die Funktion 


log P (a) = H (a) einer Hélderbedingung gentigt, — das besagt, dal H (a) 
eine Ungleichheit von der Form |H (« + 6) — H (a)| < A|6|?, A konstant 


' 


und 0 < p < 1, erfillt — erhalt man durch Grenziibergang z + £ = Re’? 
] - P _ 
(3) 6 (9) =g—- — J log = ctg >" da; 
OQ 
oder mit g (gy) = 6-(y)-— @ und log P (6 (g)) =f (6 (y)) =f(@ + 9 (P)) 
, 2a > 
(J) g (¢) = - | f(a+g (a))ctg “> Pda. 


1) Karman, TH. v., und E, Trerrrz: Potentialstrémung um gegebene Tragflichen- 
querschnitte. Z. Flugtechn. u. Motorl. 9 (1918). THEODORSEN, TH., a. J. E. GARRICK, 
General potential theory of arbitrary wing sections. National advisory commitee aero- 
nautics. Rep. 1983, 452. 

Der wesentliche Inhalt dieser Arbeit wurde auf der Jahrestagung der dtsch. math. 
Ver. 1943 in Wiirzburg vorgetragen. Die Anfang 1944 beim Jber. der dtsch. math. Ver. 
eingereichte Ausarbeitung wurde der Kriegsereignisse wegen nicht mebr abgedruckt. 
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Dieser Integralgleichung muB die Funktion, g(y) geniigen. Aus 
f h( Rei) da =0 folgt 
0 


22 


(4) log R= 5 - fiata snreier | news 


2. Zur Konstruktion der Abbildungsfunktion w = w (z) kann man bei 
gegebenem G,,, also bekanntem f(@), von der Integralgleichung (J) aus- 
gehen, eine Lésung g(q) bestimmen und daraus nach (1), (2), und (4) 
schlieBlich die gesuchte Abbildungsfunktion aufbauen. Danach ist zunaéchst 
die Frage nach Existenz und Eindeutigkeit einer Lésung von (J) zu unter- 
suchen. 

Zum Existenznachweis kann man sukzessive Approximationen anwenden: 


— ] oo = 
(5) In (GY) = — a | f(4 Jn —1 (a)) ctg 2 =? da 
1. — 
ae [ fas (aotg “>? da, 
0 
n =1,2,.--. Fir gy(y) wahle man eine 22-periodische Funktion, die 


einer Hélde rbedingung geniigen mége. f (0) sei auf <0, 22> stetig diffe- 
renzierbar, |f’ (0)| << M. Dann gilt, wie man sofort bestiatigt, 


f(e + G9o(P)) —f (Po + Go(Po))| = |fo(~) — fo (Po)| < Go| Y — Pol” 


Nach einem Satz von Farov?) ge ~_ dann auch die Funktion g, (y) einer 
Hoélderbedingung |g, (vy) — 9g (Po) | < Dy (p) |e — 0? Vollstandige In- 


duktion zeigt, daB alle Integrale fr a+ 9, (a)) etg* : —? daexistieren und 


fiir alle Funktionen g, (9), f, (@) =1(¢ + Jn (y)) gilt 

hn (Q) — fr (Po) < Gy, y— Pol” 

\In(P) —9n(Po)| < Dn|P— Go? O< p<. 
Durch (5) ist also eine Funktionenfolge g, (g) erklart, deren Konvergenz zu 
untersuchen ist. 

Die Integralgleichung sei von der etwas allgemeineren Form 

. 1 f, _ 

(6) 9 (9) =F (p) — = | f(a+8(@)) ctg “5 * da, 
d 

und folgende Voraussetzungen seien erfillt: 

1. F(q) sei 22-periodisch, auf «0, 22> differenzierbar und F’(g) geniige 
einer Hélderbedingung der Ordnung p. 

2. Die 22-periodische Funktion f (0) sei auf «0,22» differenzierbar, 
und f’ (0) geniige dort einer Hélderbedingung der Ordnung p. Weiterhin 
gelte ' «ae? 

3. Die Ausgangsnaherung g,(g) sei auf «0,22» differenzierbar, und 
g, (py) geniige einer Hélderbedingung. 


2) Farou, P.: Séries trigonométriques et series de TayLor. Acta math. 30. 
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Die Voraussetzung iiber g,(qg) bedeutet kaum eine Einschrinkung, da 
man bei der praktischen Rechnung meistens g, (gy) = 0 setzt 


. Unter diesen 
Voraussetzungen hat die Folge 


Jn (gy) die folgenden Eigenschaften 

a) Die g,(g) haben gleichmaBig beschrinkte Normen 
(7) Non= | gr(p)dp<K,<~. 

6 

b) Es gilt bei beliebigem ¢ > 0 fir alle m= 1 und alle n > n (e) 
(3) N (9n+m — Jn) 
c) Die g,() bilden eine gleichgradig stetige Funktionenmenge, d. h. 
(9) |Gn (P) — Gn (o)| < € fir alle n, falls nur |~— g| < 6 = 6 (e, @p). 

Aus a), b) und c) folgt nach einem Konvergenzsatz iiber gleichgradig 
stetige Funktionen, daB auf «0,22» gleichmaBig lim g, (¢) g (py) gilt. 

n—> oo 

Beweis zu a). Unter den angegebenen Voraussetzungen gilt nach der 

Vollstandigkeitsrelation 
N (9, —F) =< N fa-1 | f? (x + gn—1(a))dax K?2a2 


und wegen N (g, — F)=>\VNg,—VNF ? 
(VN g, — NF) <K*22 oder YNg, < NF + K 22, also 
V In - K, . we 
Beweis zu b). Aus 


f (Jn —— Jn — i)? dq S f (fn > hens fn _ 2)” dq < M? f (Ja—1-— 9a — 2)” dq, 
0 U0 0 


also N (9g, —9n—1) < M? N (gn—1—Gn—2). folgt durch wiederholte An- 
wendung 


(10) N (9n — 9n—1) < M*— N (9, — go) = K, M*—». 

, = ~~ 

Nun gilt wegen (gn m— Jn)” a (» (n+ u — Gn+u— 1))? — (> i 
wp=l Be 1 


es. md Py to+-2Tina Pig nd 
(frets (Q) ag) < JL ? (@) )dq fT? (p) )dq 
i) 


N (Gn+m—- 9n) = NI’, ter +NI m +2) N I, -yNI, ere 2] N Pn-1 ) NI py 


m 2 


= (3 ) N A , also 
p=l / 
m 2 


N Qn+m— 9m) <( SVN Oa n= nse). 


p= 
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Daraus erhalt man wegen (10) und M < 1 


M*n 
i" = K, M**, also (8). 


N (Gn +m — Gn) < Ky M(d) M*~})? < K, 7 —ap 


w=l1 
Beweis zu c). Es existiere gj (gy) auf «0, 22> und geniige einer Hélder- 

; df d d P ‘ , 
bedingung. 4 aus 7 = ot ry (p+ 9n(y)) die Bezichung fn (Q) 
— fn (Po) < Ky\@— Qo” folgt, wobei K, von n abhangen kann, geniigt 


auch f,(g) einer Hélderbedingung. Wegen g,41 (vy) = F’ (gy) — . x 
2% 


22 
Xf fn(a)ctg = 3 ? da folgt aus dem Satz von Fatou, daB die Funktion gj, , ; (9) 
0 


eine Hélderbedingung erfillt. Da nach 3. gj (g) eine solche erfillt, gilt fir 
alle n 


(11) In (P) — Gn (Po)| < Dn (Pp) | Y— Ho!” - 
Nach der Vollstandigkeitsrelation gilt 
N nei —-F’) <N fn < M? f (1+ 9%2)dq, also 
0 
(12) N n41—F’) < M*(22+NQp) < M*(V2a + YG) 
Daraus folgt wegen N (g,.1,—F’)= (y NGn+1 - VNF’ ? 
VNon41 <VNF' + M(V224+VNgn)=Ml(c+ VN gy ) 


mit ¢= V2za + ih , gultig fir n = 0,1, 2,.... Wiederholte Anwendung 
dieser Formel ergibt 
VN —In <Mc+NM VN Gn-1 <---<c(M+ M?4+.---+ M") + Mn VN go 
VN On <> ap + VN 0 < VK; 
oder 


N gn < K;. 
Aus der Tatsache, daB die Normen von gj, (gy) gleichmaBig beschrankt sind, 
folgt die Behauptung c) in bekannter Weise so: 


22 


In (PY) — In (Po) (J Jn (x) ia} < 9—o f gn? (a) da<K;\y—% 
?, 0 


oder 


j 


(13) In (p) — Jn (Po)| Ss VA; . - ? also (9) %). 


3) Die gleichgradige Stetigkeit der Funktionen gp (gy) ist auch bewiesen, wenn man 
zeigt, daB in | gn (~) — gn (Po)| < Dn |~ — Po? die Dy fiir alle n der Bedingung Dy, = 
< D (p) geniigen, wobei D (p) eine nur von p abhangige endliche Konstante ist. Durch 
Verfeinerung der Abschatzungen von Farou kommt man auf diesem Wege ebenfalls zu 
hinreichenden Konvergenzbedingungen, die allerdings schlechter sind als die hier an- 
gegebene, wenn man die zur Verfiigung stehenden Abschitzungen beniitzt. Es geniigt 
dann zu fordern, da& die Ausgangsnaherung g, (y) einer Hélderbedingung der Ordnung p 
geniigt und /(@) auf <0,22> stetig differenzierbar ist. Die Voraussetzungen tber 
/ (@) lassen sich noch etwas lockern, worauf aber hier nicht eingegangen werden soll. 
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Danach gibt es eine stetige Funktion g(qg) derart, daB auf O0< gm <22 

gleichmaBig lim g, (y) = g (¢) gilt. Aus (13) folgt bei nm + oo, daB g (@) sicher 
n-> co 


einer Hélderbedingung der Ordnung p = = geniigt. Daher existiert die 
Funktion G (9) 


G(p) =F (9) — =~ | Ha+g(@) ctg* 5% da 
0 
und erfillt eine Hélderbedingung. Aus N (@—g,) < M? N (g — gn_—1) 
< 22 M? < fir alle n=>n(e) folgt N (@ — g) = 0, also wegen der Stetig- 
keit des Integranden G (gy) = g (~); g (gy) ist daher tatsaichlich Lésung der 
Integralgleichung (6). Unter den erwahnten Bedingungen ist g (y) auch die 
einzige stetige Lésung. Ist nimlich g (@) eine zweite stetige Lésung, so gilt 


N (g — 9) < M* N (g —Q), also g (~) = 9 (9). 


Unter den Voraussetzungen 1., 2., und 3. ist die nichtlineare Integral- 
gleichung (6) eindeutig lésbar mit stetigem g(qg), und die Lésung g (gy) laBt 
sich durch sukzessive Approximationen berechnen: 


22 


1 4 —4q 
In (Y) =F (y) — 55 | f («+ gn—1 (a) etg - ; Eda, a=, },---. 
9 


3. Es sei nun ein beziiglich w = 0 sternférmiges Gebiet G,, der w-Ebene 
mit der Randkurve I, : P = P(6),0 <6 <22, gegeben. Die Funktion 
log P (0) =f (0) sei differenzierbar und f’ (6) geniige einer H.-Bedingung 
der Ordnung p, 0 < p< 1. Weiter gelte noch Max /|f’ (@)) = M <1. Ge- 
sucht ist die Funktion w = w (z), die |z| < R schlicht, normiert und kon- 
form in das vorgegebene Gebiet G,, abbildet. 

Zur Konstruktion setze man in (6) F (vy) =0 und wihle eine zulissige 
Ausgangsnaherung g, (gy), z. B. gg (vy) = 0. Da die Voraussetzungen 1. bis 3. 
erfillt sind, hat (6) eine eindeutig bestimmte stetige Lésung g (gy). Aus g (¢) 
bestimmt sich nach (4) der Abbildungsradius R. Aus g(g) und der gegebenen 
Funktion f(@) wird die eindeutige und stetige Funktion f (m + g (q)) 
= f (6 (y)) =D (¢) gebildet. Eine in |z| < R eindeutige und regular ana- 
lytische Funktion h (z) mit den Randwerten ® (my) — log R des Realteils 
ist bis auf eine Konstante bestimmt und schreibt sich in der Form 
(14) h(z) =iC+ ao | (® (a) — log R) 


0 


Rei«z+ reie 
Reit — rei¢ 


dar< R. 


w = w (z) = ze*®) ist in |z| < R eindeutig und regular analytisch. Aus 


der Forderung lim nk SS folgt C = 0. Zufolge der itiber G,, gemachten 
20 * 
Voraussetzungen ist, wenn man ¢ = Re‘? setzt, lim w (z) = R dex 


ze 

x e® )— log R+ io?) — Pe, Die Randwerte w (¢) der Funktion w = w (z) 
liegen also auf J,,,. 

Der Wert w = 0 wird von der Funktion w (z) = z e* im Punkte z = 0 

genau einmal angenommen und nur dort. Danach gibt es einen Kreis 
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K, :|w| <@, so da& jeder Wert wy auf K, von w(z) in |z] < R.genau ein- 
mal angenommen wird. Davon ausgehend zeigt man, etwa durch einen 
KreiskettenschluB, da8 fir jeden beliebigen Punkt wy aus G,, gilt: 4)2;- R 
arg (w — w») = 2 2, d. h. wird der Kreis |z| = R einmal in positivem Sinne 
durchlaufen, so andert sich das Argument von w (z) — w, um 2 a. Das be- 
deutet also, daB die Funktion w = w (z) jeden Wert w, aus G, in |z| < R 
genau einmal annimmt. Weiter folgt aus dem Argumentprinzip, daB w (z) 
in |z| < R nur Werte aus G, annehmen kann. Diese Eigenschaften der 
Funktion w (z) = z e* besagen aber, daB von ihr die geforderte Abbildung 
des Kreises |z| < R in G,, geleistet wird. DaB es auch die einzige Funktion 
dieser Art ist, folgt in bekannter Weise. 


Da beide Gebiete nur erreichbare Randpunkte haben, ist die Abbildungs- 
funktion auch noch auf den Randern stetig und umkehrbar eindeutig. Wenn 
z den Kreis |z| = R einmal in mathematisch positivem Sinne durchlauft, 
wird vom Bildpunkt die Kurve J’, auch einmal in mathematisch positivem 


Sinne durchlaufen, so daB also 6 = 6 (gy) mit g monoton wichst*). 


4. Wendet man auf die in |z| < R harmonischen Funktionen § h (z) 





log w (2) | und &h (z) = arg ={) das Maximumprinzip an, so ergibt sich 
. PB) _ | w (2) | P(6) 
Min | ied |< Max FR 
oder 
P (6) P(6) 


\z| Min i < |w (z)| < lz| - Max —— 


R 
und arg z + Ming (gy) < arg w (z) < argz + Maxg (9). 
Verlauft die Randkurve J’, des Gebietes G,, auf dem Kreisring 


o (l—e) < |v] <o(l+e),0<e<1, 
so erhaélt man 


le] 4-2) <|w@)| <|2|-F (1 +2) 
oder wegen 9 (l1—e«) < R < o(1 + «) (nach (4)) 


i+s 


\2| > < |w(2)|<|z|=+*. 


Bei kleinem ¢ weicht fir alle z auf |z| < R die GréBe | ee | wenig von l 
und arg we) wenig von 0 ab. Diese plausible Aussage 148t sich nach L. Brr- 


> 
z 


BERBACH®) noch etwas prazisieren. Aus der Abschétzung fir P (6) folgt fir 
die Lange L von I, 


L 
oe (l—e) “7s o (1 + e). 

4) Der Konvergenzbeweis la8t sich etwas vereinfachen, wenn man die Existenz der 
Funktion g(g) oder, was gleichbedeutend ist, die der Abbildungsfunktion w = w (z) 
annimmt. Von der dabei erforderlichen Anwendung des Riemannschen Abbildungs- 
satzes wurde hier absichtlich abgesehen. 


5) L. Bresersacn: Uber die konforme Kreisabbildung nahezu kreisférmiger Be- 
reiche. Sitzgsber. preuB. Akad. Wiss. 1924. 
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Mit z= RC erhalt man W(t) =w(RC) = RE +--- und W’ (0) - SS 
¢ 

: R + .---,so daB also nach Fixierung eines Zweiges die Funktion yw (¢) 
=Cy+e,0+---=YR +--- in |f| < 1 eindeutig und regular analytisch 


ist. Fir Z findet man 
L=22 Zz {c,/*. 
p=1 
Aus |W(0)— RCO? < f VW" (é) aan VR 2d rf ¥w'(t) 4 VR 2dr folgt 
0 0 


auf dem von L. BIrEBERBACH angegebenen Wege 


|W )— REP <a(¥ —R) x( + 3R)< a8 gte(1 +e) 


2% 22% 





/ 


oder 
|w (z)—z|] <2 aoy2e(l+e) <420/e. 
Diese Abschatzung l4B8t sich, falls man mehr tiber den Verlauf der Funktion 
P (6) weiB, in manchen Fallen auf dem Wege iiber (14) verbessern. 
5. Ist G, das Innere einer Ellipse mit der Gleichung u = a cos @, v = 
b sin 0 (b <a), so gilt P(0) =a Y1—#ein?0, k? = 1—(< * | Die Be- 


rechnung der Abbildungsfunktion w (z), die |z| < R schlicht normiert und 
konform in G, abbildet, ist nach der Methode der sukzessiven Approxima- 


; : , ‘ d k? si 08 O : 
tionen sicher mdéglich, wenn auf 0 < §@ <22a2 ‘5 os ae < 1 ist. 
Aus dieser Bedingung erhalt man k* < 2 ¥2 — 2 oder 
0,41 3—2YV9 ee 
9 os = } « = | 2 . m~ “ ° 


Nach H. A. Scuwarz laBt sich diese Abbildungsaufgabe mittels elliptischer 
Funktionen in expliziter Form lésen, und man erhalt fiir die Funktion 
Y gy (9) eine gut konvergierende Reihenentwicklung, so daB sich diese 
Beispiele gut zu Betrachtungen iiber die Giite des numerischen Verfahrens 
eignen. 
Bei den Anwendungen der konformen Abbildung in der Strémungs- 
= , : ° —- an Oe 
lehre*) interessiert man sich in erster Linie fiir d 
w 
setzungen in 2. folgt, daB in der fir J’, giltigen Parameterdarstellung 


auf-J’,. Aus den Voraus- 


u =u (8),v = v (8) (s = Bogenlange) die Funktionen : eine H.-Bedingung 
é & 
dz 


, -, as . - . - 
erfillen. Daher ist dw 2% h auf J’, stetig und + 0, also auf G, + I, dwi> 0. 
w - 0 
Durch vorbereitende Hilfsabbildungen erzwingt man die Voraussetzungen 
fir die Anwendbarkeit des Verfahrens. 


Bei der wirklichen Berechnung von w (z) fir |z| < R wird man nicht 
auf (14) zuriickgreifen, sondern von der Fourierentwicklung der Funktion 
g (~) = 0 (~) — @ ausgehen: 


6) Betz, A.: Konforme Abbildung, vgl. S. 259-264. Springer-Verlag 1948. 
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6 (9) — gp = 2 (— B, cosngy + A,sinng) = Z (—b, R*cosngy + 
n=1 n=1 
+ a, R" sin n ¢—). 
Die konjugierte Reihe 2 (A, cosng + B, sin ny) konvergiert auf 0 < go < 


n=1 
= 22 gleichmaBig und stellt dort nach PRinesHEim’) die Funktion log 
P (6 (~)) — log R dar, so daB also gilt 


h(z) = J (a, +15, 2a#= Te,m= Z o* 28, Oy = Ay + i By 


n=1 n=1 n=1 


Es ist dann mit w = 9 e'® 


log 0 = log go (r, py) = log R+ 2 (An - " cos ng + B, (4 y sin ~ 
1 ad 


6=0(r,g)=g+ Zz (—B,(jz)" c08 mg + A,( sy sin n 9) 
=i R 


Da die Hilfsabbildungen so gewahlt werden, dab I, wenig von einem 
Kreise abweicht, braucht man von den Reihen nur wenige Glieder mit- 
zunehmen, so daf man auf diese Weise relativ bequem die w-Bilder von z 


berechnen kann. Die Fourierkoeffizienten A, und B, brauchen nicht mehr 
besonders berechnet zu werden, wenn man, was oft rechnerische Vorteile 


; : . 2 — , . 
bietet, die Auswertung der Integrale _ J fn(«) ctg = > ¥ da auf die Fourier- 
22 3 2 


entwicklung der Funktion } 


in 


(a) stiitzt. 


7) Prrvesuerm, A.: Uber das Verhalten von Potenzreihen auf dem Konvergenz- 
kreise. Sitzgsber. oly Akad. Wiss. 30 (1900). 


(Eingegangen am 25. Mai 1949.) 
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Eine Formel der formalen Operatorenrechnung *). 
Von 


Gustav Hereiorz in Gottingen. 


Sind X, Y,Z... Elemente eines (nichtkommutativen) Ringes mit Eins- 
element Z, zu dem alle mit ihnen gebildeten Potenzreihen gehéren, so gilt: 


Ist YX —X Y=Z vertauschbar mit X und Y, 
so ist 


= ~ " 2 ... 
fir? =” l x’ Yy’ e l y’ 
-— 91 Z 


insbesondere also fir Y X—X Y =£E (Vertauschungsregel der Quanten- 
theorie) in diesem Sinne 
| (¢—1)’X" ¥" 


v! 


SBF wn 


Me 


) 
und daher 


fxX¥ — Ff fir t=2nzi. 


Zum Beweise stelle man erst fest, daB es feste Zahlen c,,, (c,, =0 fir 
y> 4p) gibt, so daB 


fir w21:(X¥Y)*= dre, XYZ”. 
1 


Dies ist fir ~4 = 1 mit ¢,, = 1 trivialerweise erfillt. Weiter bemerke man, 
daB 
Yx’=u FX’ ¥+9X's 
ist. 
Danach hat man 


(X y)***=XY-(XY)"=JS+e,,X-¥X"-¥’-Z*~” 
1 


@ i> =] 

ye + +1 _ ’ 7 = — 1 

a 342°" r* "+ F906, 3 
1 1 


und ersieht, daB die ¢,, nur rekursiv fir u = 1, 2, 3,... so zu wahlen sind, 
daB der letzte Ausdruck gleich ist 


oo 
= >'s Count 1x” yas? 
1 
Dies ist sicher der Fall, wenn es bei Ersetzung der hier auftretenden yu + 1 


Elemente X’ Y’Z"~’**(y = 1, 2,..., + 1) durch s” identisch in s statt- 
hat. 





*) Diese Bemerkung war in einer Mappe von Manuskripten enthalten, die Herrn 
C. L. Sreczt zu seinem 50. Geburtstag am 31. Dezember 1946 von seinen Géttinger 
Freunden und Kollegen iiberreickt wurde. 


Eine Formel der formalen Operatorenrechnung. 


Setzt man nun 


fir u=1 : f,(s)= 2 ¢,,8", fo (8) =1, 


“be 


so erhalt man 


BO : fusi (8) =sf, (8) + 8f, (8) =e-** (ef, (8) ,o=lgs 


somit 
# of 
p20: fa (0) =e" Fo 
und 
20 a 
a 7 i i, (8) = é—1s 
7 ! 
also 
 ¢ ] 
de Seta (Wy, zl 
1 , ' 
Damit aber wird sofort 
+ = t* y ” , rod ma t* ’ *au~ 
¢FV RE + Sn (X VRE + Ln Le Ory YZ = 
1 : fe. 


4 Zz % ov wy? 
-E+ 3» (Sy “)'x Y 


(Eingegangen am 14, Mai 1949.) 
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Uber Matrixfunktionen. 


Von 


H. Ricuter in Haltingen (Baden). 


§ 1. Einleitung. 


Es kommt in den physikalischen Anwendungen oft vor, da8 die reell- 
oder komplexwertigen Komponenten einer quadratischen n-reihigen Ma- 
trix B eindeutige stetige Funktionen sind der Komponenten einer anderen 
quadratischen Matrix A des gleichen Grades, derartig, da} diese Abhangigkeit 
invariant ist gegen affine Anderung des Koordinatensystems. Ein Beispiel 
dieser Art wird durch die Abhangigkeit des Spannungstensors vom Defor- 
mationstensor in der allgemeinen Elastizitatstheorie isotroper Medien ge- 
geben, wenn diese beiden Tensoren geeignet gewahlt werden'). Andererseits 
weiB-man, daB es méglich ist, ganze analytische Funktionen auf Matrizen 
anzuwenden, da man durch formales Einsetzen einer Matrix A anstelle der 
unabhangigen Variablen stets eine konvergente Reihe erhalt, und daB diese 
Art der Abhangigkeit ebenfalls gegen die Transformation mit einer beliebigen 
dritten Matrix invariant ist, so daB diese funktionelle Abhangigkeit einen 
Spezialfall der zuerst genannten Abhangigkeit bildet. Es erscheint daher 
zweckmabig, zunachst allgemein nach der Gestalt der invarianten Abhangig- 
keit zweier Matrizen zu fragen und erst dann zu untersuchen, wann diese 
Abhangigkeit als Anwendung einer gewéhnlichen Funktion auf Matrizen 
aufgefaBt werden kann. Dementsprechend unterscheiden wir im folgenden 
die Begriffe der ,,allgemeinen Matrixfunktion” und der ,,gewdhnlichen Ma- 
trixfunktion’’. Es wird sich dabei zeigen, daB diese Unterscheidung nur dann 
wesentlich ist, wenn wir eine bestimmte funktionelle Abhangigkeit auf va- 
riabel gedachtes A anwenden; nicht dagegen, wenn wir die Gesamtheit aller 
méglichen Funktionen eines festen A betrachten. Von den gewodhnlichen 
Matrixfunktionen dirften das gréBte Interesse diejenigen beanspruchen, die 
durch analytische (jedoch nicht notwendig ganze) Funktionen vermittelt 
werden: ,,analytische Matrixfunktionen”. Wir werden in § 2 zunachst den 
Begriff der allgemeinen eindeutigen Matrixfunktion kliren und Normal- 
darstellungen dafiir angeben. Fiir spezielle A wird die Matrixfunktion durch 
einen GrenzprozeB definiert, was beim Zusammenfallen von Eigenwerten 
von A zu Mehrdeutigkeiten Anla8 geben kann. 

In §3 wird die Anwendung gewoéhnlicher und insbesondere analytischer 
Funktionen f(z) auf Matrizen besprochen. Es zeigt sich, daB bei analyti- 
schem f (xz) der Wert von f (A) auch fiir die A mit mehrfachen Eigenwerten 
eindeutig bestimmt ist und bei Kenntnis der Eigenwerte von A und ihrer 
Vielfachheiten in einfacher Weise berechnet werden kann. Eine notwendige 
und hinreichende Bedingung fiir die Realitat von f(A) bei reellem A wird 
abgeleitet. 


1) Ricwrer, H.: Verzerrungstensor, Verzerrungsdeviator und Spannungstensor bei 
endlichen Formanderungen. Z. ang. Math. Mech. 29, 65—75 (1949). 
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§ 4 behandelt die Lésung der Matrixgleichung A = » (B) bei bekanntem 
A und eindeutigem analytischen g. Die allgemeine Gestalt von B wird an- 
gegeben und fir den Fall g (xz) = 2’, also B = VA demonstriert. 

In §5 wird schlieBlich fiir analytische Matrixfunktionen f(A) der Zu- 
sammenhang des Differentials mit f’ (A) behandelt und ein Analogon zu 
der gewéhnlichen Beziehung df = f’-d x + 0((dz)*) abgeleitet. 


Bezeichnungen. Zur Matrix A mit den Komponenten a;, = (A),, ist A 
die an der Hauptdiagonale Gespiegelte, | A| die Determinante, {A} die Spur. 
Fir die Eigenwerte A, von A sind die Potenzsummen: 8s, = 3’ 4” = {A™}. 


’ 
E ist die Einheitsmatrix. (e,) ist eine Diagonalmatrix mit den Elementen 
e,. n ist der Grad von A. 
In Ubereinstimmung mit der ttblichen Konvention beim Einsetzen von 
Matrizen in Polynome setzen wir A® = E fir jedes A. 


a und a* sind konjugiert-komplexe Zahlen. 


§ 2. Die allgemeine stetige Matrixfunktion. 


Sind vermége einer Rechenvorschrift die Komponenten der Matrix B 
eindeutige stetige Funktionen der variabel gedachten Komponenten der 
Matrix A in einem offenen Teilbereich mit teilweise hinzugenommenen Rand- 
punkten des n®?-dimensionalen Raumes der Komponenten von A, dann be- 
deutet es keine wesentliche Einschrankung, die Randpunkte zunachst weg- 
zulassen, da die Werte von B auf denselben stetig aus inneren Stellen ge- 
wonnen werden kénnen. Wir kénnen aus dem gleichen Grunde die geringer- 
dimensionale Menge aller A streichen, die zusammenfallende Eigenwerte 
haben. Wir bilden daher die folgende 

Definition 1: Es sei 8, ein offener Bereich von Matrizen A, die lauter 
verschiedene Eigenwerte haben. Mit A seien auch alle a4quivalenten CAC 
zu A in 8, enthalten. Zu jedem A € By sei stetig ein B definiert. Dann heibt 
B eine allgemeine stetige Matrixfunktion von A in $,, symbolisch 


(2.1) B=Fu (A), 
wenn fiir jedes C mit |C| + 0 gilt: 
(2.2) CBC! = F u (CAC™}). 


Man sieht, daB der Begriff der allgemeinen Matrixfunktion eine Verallge- 
meinerung des Begriffes der Invariante darstellt. 

Um nun die oben ausgeschlossenen A mitzuerfassen, erginzen wir durch 

Definition 2: Liegt A in der abgeschlossenen Hiille von $5, dann gehért A 
mit dem Funktionswert F u (A) = B zum Definitionsbereich 8 der Matrix- 
funktion, wenn es eine stetige Folge*) A (t),t > 0, gibt mit: 

A (t) € By; lim A (t) = A; lim F u (A (t)) = B. 
t-+0 t-+0 

Hierbei kann es vorkommen, da F u (A) abhaingig wird von der definieren- 
den Folge A (t). Wir unterscheiden daher gema8 


2) Hierbei kann an eine stetige Abhangigkeit der A von dem reellen Parameter ¢ 
oder auch an eine konvergente Folge A (tn) mit t, -+ 0 gedacht werden. 
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H. RicuTer: 


Definition 3: Ein A € 8 ist eine reguldre Stelle der Matrixfunktion, wenn 
in Definition 2 B unabhangig ist von der Folge A (t). 
Anderenfalls ist A eine richtungssinguldre Stelle. 


Da F u (A) in B, stetig erklart war, ist automatisch jedes A € B, eine 


regulare Stelle. 
Beispiel 1: Fir Fu (A)-= “aa besteht 8, aus allen Matrizen mit 


lauter verschiedenen Eigenwerten und |A| +0. 8 enthalt alle Matrizen. 
Jedes A ist eine regulire Stelle mit F u (A) = A. 


n, 
Beispiel 2: Fu (A) = Y|A|~ - A hat das gleiche 8, wie in Beispiel 1. 
Ist ein A beliebig mit |A| +0, dann erhalten wir aus Definition 2 unab- 
n 
hangig von A (t) stets B = y|A|~!- A. Ist A+ 0 mit |A| = 0, so existiert 
lim F u(A (t)) fir keine Folge A (t). Ist schlieBlich A = 0, so kann aus 


t—0 

Definition 2 fir B eine beliebige Matrix mit der Determinante 1 erhalten 
werden. % besteht dann aus allen Matrizen mit |A|+0 und der Matrix 
A =0, wobei die letztere die einzige richtungssingulare Stelle ist. 





Wir kénnen nun Definition 2 abrunden durch 
Satz 1: Sei in $ enthalten eine stetige Folge A (t) mit je einem F u (A (t)), 
lim A(t) = A und lim Fu (A (t)) = B. Dann ist A€B mit Fu(A) = 
t—+0 t0 
Beweis: Nach Definition 2 gibt es A (t, vw) €B, mit lim A (t, vu) = A (t) 
u—0 


und lim F u (A (t, u)) = Fu (A (t)), Fu (A (t, u)) gemaB Definition 1. Wir 


u—+0 
wahlen zu jedem ¢ ein u (t) > 0 mit u (t) < tund max|(A (t, u) — A (t)), |< # 
nebst max |(F u (A (t,u)) — Fu (A(t), |<¢ fir usu (t). A (t) = 
= A (t, u (t)) erfaillt dann Definition 2. 

Ebenso unmittelbar folgt aus unseren Definitionen, daB bei A€B 
mit B=Fu/(A) auch jede Transformierte A, = CAC in % liegt mit 
Fu(A,) = CBC™. Dabei sind die Transformierten zu regularen (richtungs- 
singularen) Stellen wieder regulare (richtungssingulare) Stellen in 8. Hieraus 
ergibt sich weiter, daB wir fiir die Untersuchung von Fu (A) stets A in 
der Normalform 





A, 0 Ay l 1 0 
A Age 
(2.3) A’ = a mit A, = itt 
o eg tae 
Am dy 


annehmen kénnen, in die bekanntlich jedes A affin transformiert werden 
kann. 

Ist speziell C mit A vertauschbar und |C] + 0, so ist mit B = Fu (A) 
auch CBC-! = F u (A). 

Fir regulare Stellen A gibt es nach Definition 3 nur ein Fu (A). Also 
gilt bei |C] + 0: 

Satz 2a: Fir reguldre Stellen A ist Fu (A) mit allen C vertauschbar, 
die mit A vertauschbar sind. 

Bei |C| = 0 ist fir kleine u > 0 sicher |C + u E| + 0 und C+uZ£z 
mit A vertauschbar. Aus (C +uH)Fu(A) =Fu(A)-(C +u2£) folgt 
bei u + 0 die allgemeine Giltigkeit von Satz 2a. (Beispiel 2 zeigt, daB die 
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entsprechende Behauptung fir richtungssingulare Stellen falsch sein kann.) 
Da alle A €%, regular sind, ist also insbesondere fiir die in Definition 2 
verwendete Folge A (t): A (t)-Fu(A (t)) = Fu(A (t))- A(t). Der Grenz- 
iibergang zu t = 0 liefert 

Satz 2b: Fir alle A€® ist Fu (A) mit A vertauschbar. 


Nach diesen einleitenden Satzen wollen wir die Art der durch eine Ma- 
trixfunktion geschaffenen Abhangigkeit klaéren. Hierzu gehen wir von den 
A €%, aus. Es gibt fiir jedes solches A wenigstens ein C, das A in Diagonal- 
form CAC = (A,) transformiert. Nach (2.2) und Satz 2b ist dann CBC! = 
= (mu,) mit 


pe, me As Ay «+ 10 Aces Aa +> os Aah 


wo g, in den Variablen 4A,,..., A,_,, A,43)---: 4, Symmetrisch sein muB, 
da man durch geeignete Transformation die entsprechenden Einheitsvek- 
toren vertauschen kann, ohne gem&B (2.2) den Wert von mw, zu verandern. 
g, hangt daher von A, und den ersten (n— 1) Potenzsummen der /, + A, 
ab. Da man dieselben aber auch als Funktionen von A, und den entsprechen- 
den Potenzsummen aller A, schreiben kann, ist somit 


pa, == Be (A, 5 Sys Sys » » +5 Oy) 


Hierbei ist der Index » bei h weggelassen worden, da wegen der Invarianz 
gegen Vertauschung aller Grundvektoren die Funktion h fir alle » die gleiche 
sein muB. h ist eine gewodhnliche stetige Funktion, die durch Fu wegen 
der Unabhangigkeit der Variablen /,, 8,,...,8,_, eindeutig bestimmt ist 
und die Matrixfunktion vermittelt. Ist umgekehrt eine stetige Funktion 
h (A; 8,..+;8,_,) vorgegeben, so kénnen wir fiir alle Matrizen, deren Eigen- 
werte A, verschieden sind und fiir welche die Argumente A,, 8,,. . ., 8,_, im 
Inneren des Definitionsbereiches von h liegen, eine Matrix Bdurch B = C™ x 
x (A (Ayia - « +> S—a)) + C bilden. B ist dann eindeutig bestimmt und hangt 
stetig von A ab, da bei verschiedenen A, ein stetig verandertes A auch stetige 
Veranderungen der A, und von C nach sich zieht. Damit sind die Bedingungen 
von Definition 1 erfiillt. 


Es ist daher zweckm&Big, anstelle des allgemeinen Symbols Fu die 


spezielle Gestalt der Abhangigkeit durch die folgende Schreibweise zum 
Ausdruck zu bringen: 


(2.4) B=h (A; &,.. +, 8,_,) 1. Normaldarstellung. 


Durch (2.4) soll gleichzeitig das soeben angegebene Verfahren der Berechnung 
von B symbolisiert werden. Weiter setzt die 1. Normaldarstellung die Eigen- 
werte von B in Evidenz. 

Haben wir eine Matrix A mit teilweise zusammenfallenden Eigenwerten, 
die sich jedoch in Diagonalform CAC™! = (A,) bringen 148t (,,symmetri- 
sierbare Matrix’’) und liegen die Argumente A,, 8,, . . ., 8,_,; im stetigen De- 
finitionsbereich von h, dann kénnen wir jedenfalls wie oben B bilden. A liegt 
dann in der abgeschlossenen Hille von $, und B erscheint als Limes von 
F u(A (t)) mit A (t)€% 9. Solche A liegen also jedenfalls in 8. Wir wollen 
uns nun tiberzeugen, da8 jedoch A durchaus eine richtungssingulare Stelle 
sein kann, so daB (2.4) nicht den gesamten Wertevorrat von F u (A) fir die 
A¢% mit zusammenfallenden Eigenwerten liefert. Dieses Verhalten zeigt 


9% 
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Beispiel 3: Es sei 





Pe 
Vr e 2 fir |p| <= 
, 4 i¢ . af 
fa re ) “(3 \¢ — 2)- sign ¢ , 1 , a 
1+yr e? fiir ><\|9 Ss 2%. 

f(z) ist eine fir alle x stetige Funktion. Wir setzen h (A,; 8, .- + 5 84) = 
: ‘ . 10 » 
= /(A,). Durch direkte Anwendung von (2.4) finden wir bei A = c i} > E: 


Fu (£) = E. 
Benutzen wir aber die bei t + 0 gegen E konvergente Folge 
1+i2? O | l+ét2? O | , a it/2 0 
A(t) =( v-{ a) V7 mit J = ( ‘ 
“) ty2 1 — if? a it? l 1) 


so ist 


1+te 4 0 . 1+te 4 0 
Fu (A (t)) V - y- 


0 Rt te. 4 
und damit bei t > 0: 
— 10 
F u (EB) = . i): 
Liegt mit A auch A in By, so ist bei A = C~1(A,) C und B = C™ (n,) C 
wegen (2.2): 
Fu(A)=Fu (€ (A,) C—) = C Fu (4,) C7 =C€ (u,) C7 =C (w,) C= B 
Wir kénnen daher gegebenenfalls den Bereich $, dadurch erweitern, dab 
wir alle gespiegelten Matrizen hinzunehmen und dabei F u (A) = Fu (A) 
setzen. AnschlieBend kénnen wir dann unter Erhaltung dieser Beziehung 
gem&8B Definition 2 den Definitionsbereich 8 bilden, der dann ebenfalls 
mit jeder Matrix auch ihre Gespiegelte enthalt. Es gilt daher 
Satz 3: Zu B diirfen die Gespiegelten aller Matrizen A¢€® hinzuge- 
nommen werden mit Fu(A) = Fu(A). 


: A, 0 
Liegt A in 8, und ist A =(¢ A 


; ( 
Normaldarstellung gegebenen Rechenvorschrift Fu (A) = B= Fs Ms ); wobei 





), so ist gemaB der durch die erste 


wir B, als eine Matrixfunktion von A, auffassen kénnen, die auBerdem noch 
die Invarianten von A, als Parameter enthalt. Fir richtungssingulare 
Stellen A zeigt dagegen Beispiel 3, daB aus der Reduziertheit von A nicht 
die von B folgt. Richtig ist diese Behauptung jedoch, wenn A, und A, 
eigenwertfremd sind, da dann die Reduziertheit von B sich aus Satz 2b 
ergibt. Um nun zu sehen, daB auch in diesem Falle B, aus einer Matrix- 
funktion von A, mit den Invarianten von A, als Parametern gewonnen 

wird, beweisen wir zunachst 
Hilfjssatz 1: Ist gegeben eine Folge A (t) bei lim A(t) =A = fal 
t+0 2 


mit eigenwertfremden A, und A,, dann gibt es eine Folge T (t) mit 
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A(t) =T(t)- (As Pe )r (t); lim T (t) = E; lim A, (t) = A,. 
2 (t) t+ 0 t+0 ‘ : 

Beweis: Der Grad von A, sei m,: m,+m,=n. Ist nun g,(y) =0 
die charakteristische Gleichung von A,, so entspricht gy, (y) wegen der Eigen- 
wertfremdheit der A, fir kleine ¢ eindeutig einem Faktor 9g, (y, t) der cha- 
rakteristischen Gleichung von A (t). Bilden wir C, (t) = g, (A (t), t), so hat 
C, (t) genau den Rang n—~m,. C, (t) bestimmt also vermége C, (t)- + = 0 
einen m,-dimensionalen Unterraum U, (t) als Eigenraum von A (t), der wegen 
der Konstanz des Ranges bei t + 0 in den durch g, (A) - ¢ = 0 definierten 
Unterraum U, iibergeht, der durch die ersten m,, baw. letzten m,, Grund- 
vektoren e; aufgespannt wird. Es gibt also in U,(t) m, linear unabhangige 
Vektoren f; (¢) mit lim f; (t) =e,. Alle f,; () zusammen spannen den ganzen 

t+0 


Raum auf. Das gesuchte T' (t) ist die Matrix, die e; in f; (¢) transformiert. 
Wir haben nun 
Saiz 4: Ist A€B und A = ead mit eigenwertfremden A,, so ist 
2 
Fu(A) = (om) wo B, Matrixfunktion von A, mit den Invarianten von 
2 
A, als Parametern ist: B, = F u (A,; {A#}). 

Beweis: Fiir A € 8, wurde der Beweis oben gefiihrt. Fir die ibrigen A €¢B 
wird F u (A) gema&8 Definition 2 mit Hilfe einer Folge A (t) gebildet, auf 
die Hilfssatz 1 anwendbar ist. Es ist dann wegen (2.2): 

(Fu (A, (t); (AE (t)}) 0 


—_ ° ms 
Fa(4@) =F | 0 Fu (A, (); oo Tr (), 


woraus bei ¢ + 0 unmittelbar die Behauptung folgt. 


In (2.4) kommt die letzte unabhingige Invariante s, von A nicht mit vor. 
Man kann sie aber mitnehmen und allgemeiner B= gq (A; 8,.. ., 8) 
schreiben. Doch ist diese Darstellung dann nicht mehr eindeutig. Da man 
umgekehrt s, als Funktion eines A, und der 8, . . ., 8,—, schreiben kann, laBt 
sich stets die eindeutige Normaldarstellung (2.4) zuriickgewinnen. Man kann 
nun diesen Sachverhalt ausnutzen, um durch die Einfiihrung von s, die 
Abhangigkeit der Funktion g von ihrer ersten Variablen méglichst einfach 
zu gestalten. Hierzu bestimmen wir fiir A €%, die GréBen Co, ¢,,. . -» Cp—y 
aus dem Gleichungssystem: 


n—1 
(2.5) DS ty mh (A; hy, - Ss) 0 1,8, . oy ® 
k=0 
Die c, sind offensichtlich invariant gegen Permutationen der A, und kénnen 
somit als Funktionen von 8,,..., 8, aufgefaBt werden: 
Cy = Cy (8,, - - +» Sq) 


Es wird dann nach der durch (2.4) symbolisierten Rechenvorschrift: 


a—i n—1 - n—1 P 
B=C-| Yas#t|C = q-C1 (a) C=) q-[(C (4) CH 
k=0 k=0 
oder 


(2.6) B= J cy (8, .. «5 8) *A*. 2. Normaldarstellung. 
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Fu (A) kann also stets als ganz-rationale Funktion von A vom Grade n— 1 
aufgefaBt werden, wobei die Koeffizienten Invarianten von A sind. Umge- 
kehrt liefert (2.6) mit beliebigen stetigen Invarianten c, stets eine stetige 
Matrixfunktion fiir einen geeigneten Bereich By. 

Die 2. Normaldarstellung gilt zunichst wieder nur fir die A €¢%,. Fir 
andere A kénnen bei Approximation mit Hilfe einer Folge A (t) die gemaB 
(2.5) gebildeten c, (t) konvergieren. Dann gehért zwar A zu %, kann aber 
durchaus eine richtungssingulaére Stelle sein, so daB (2.6) dann nicht alle 
Werte von F u (A) wiedergibt. Dies folgt auch daraus, daB ein gemaB (2.6) 
gebildetes B automatisch mit allen C vertauschbar ist, die mit A vertausch- 
bar sind. 

Da jede Matrix ihrer charakteristischen Gleichung geniigt, kann fir 
jedes m die Funktion A® durch A®, A!,..., A*”~1 und 4,,..., 8, dargestellt 
werden. (2.6) ist die Verallgemeinerung dieses Satzes fiir beliebige Matrix- 
funktionen. 

Wir hatten gesehen, daB wir die erste Normaldarstellung (2.4) auf alle 
A aus $ anwenden diirfen, die symmetrisierbar sind und damit jedenfalls 
wenigstens einen Wert fiir F u (A) erhalten. Doch ist die Anwendung von 
(2.4) wegen der Transformation auf Hauptachsen sehr umstandlich. Fir 
alle symmetrisierbaren A l4Bt sich nun aber (2.4) wie folgt umformen: 


Es seien A;,..., Am Mit m <n die verschiedenen Eigenwerte von A; 
dann bilden wir die m Hilfsmatrizen 
ie . A—iA;,E 
(2.7) G, = Il -, Se 0 k=1,...,m. 
ink Ak — Ai 


Ist nun CAC = (A,), so wird CG,C— eine Diagonalmatrix, die nur an den 
Stellen, wo in (A,) der Wert A, stand, eine 1 besitzt, sonst aber lauter Nullen 
hat. Es ist daher gema&B (2.4): 


m 


CBC! > 4m: CG,c 


k=1 
und damit 
m 
UE iy eee 8,1) = > Me * Gy mit 
k=1 
(2.8) pia = Ab (An; 8, .- +» Mg_s) Und 3. Normaldarstellung 


Die 3. Normaldarstellung ist giiltig fir alle A €%, und fir alle tbrigen 
symmetrisierbaren A € %, fiir die sie aber evtl. nicht alle Werte liefert. Fir 
nichtsymmetrisierbare A liefert sie falsche Resultate. Sie ist besonders be- 
quem fiir numerische Rechnungen, vor allem dann, wenn es sich darum 
handelt, von einer festen Matrix A verschiedene Funktionen zu berechnen, 
da in diesem Falle die Aufstellung der G, nur einmal zu geschehen braucht. 


§ 3. Gewoéhnliche, insbesondere analytische Matrixfunktionen. 

Ist die Abhangigkeit F u(A) durch Anwendung der Potenzreihe einer 
ganzen analytischen Funktion f(z) auf A gegeben, so ist uw, =f (A,), so 
daB in der eindeutig bestimmten ersten Normaldarstellung die explizite 
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Abhangigkeit von s,,.. ., 8,_, entfallt. Es ist daher sinnvoll, ganz allgemein 
die Anwendung einer eindeutigen Funktion f (x) auf Matrizen im Sinne der 
Vorschrift der ersten Normaldarstellung aufzufassen und dann einfach 


(3.1) B =f (A) 


zu schreiben. Diese so gewonnene ,,gewohnliche Matrixfunktion” heiBt 
,analytische Matrixfunktion”, wenn f(x) an den Stellen der Eigenwerte 
der A aus % analytisch ist. 


Betrachten wir eine Menge von allgemeinen Funktionen fiir ein und die- 
selbe Matrix A, so sind die s, in (2.4) feste Zahlen, so daB der Unterschied 
zwischen allgemeiner und gewdéhnlicher Matrixfunktion verwischt wird. 
Die Unterscheidung ist jedoch wesentlich, sobald wir eine Matrixfunktion 
fir variabel gedachtes A untersuchen. Im Falle der analytischen Matrix- 
funktion sind aus der Rremannschen Flache von f (x) geeignete Stiicke aus- 
zuschneiden, tiber denen dann f (x) als eindeutige Funktion betrachtet werden 
kann, wodurch % festgelegt wird. Solange A verschiedene Eigenwerte hat, 
bedeutet die hierdurch geschaffene Einengung des Variabilitatsbereiches von 
A keine wesentliche Einschrankung, da man ja die Schnitte geeignet legen 
kann, um alle Zweige von f(x) benutzen zu kénnen. Schwierigkeiten 
tauchen nur bei denjenigen A auf, bei denen Eigenwerte zusammenfallen, 
da dann der durch Definition 2 geforderte Grenziibergang dazu fiihren kann, 
da gleichen A, verschiedene mw, entsprechen. (Weiteres hierzu siehe in § 4.) 
Bei gewéhnlichen Matrixfunktionen ist in Satz 4 fir die A €B, einfach 
F u (A,; {A*}) =f (A,). Satz 4 gestattet daher jetzt die einfachere For- 
mulierung von 


’ r , A, 0 — , 
Satz 5: Ist A€B und A = ? 4 mit eigenwertfremden A,, so ist f (A) = 
f(A) 0 . 
; ( 0 Hay) ; 


Damit ist die Bestimmung von f (A) auf die A mit lauter gleichen Eigen- 
werten A zuriickgefiihrt. Wie Beispiel 3 zeigte, ist Satz 5 ohne die Einschran- 
kung der Eigenwertfremdheit der A, falsch. Das in Beispiel 3 gezeigte Ver- 
halten ist nun wesentlich dadurch bestimmt, daB f (x) nicht analytisch ist. 
Wir fiihren daher jetzt die weitere Untersuchung von { (A) bei A mit lauter 
gleichen Eigenwerten A unter der Voraussetzung des analytischen Charakters 
von f(x) an der Stelle x =A durch. Hierbei ist fiir die Beurteilung des 
analytischen Charakters von f(z) auf die Schnitte Riicksicht zu nehmen, 
durch die f (x) eindeutig gemacht wurde. Hat man z. B. die Rrzemannsche 
Fliche von f(x) =z langs der negativ-reellen Achse aufgeschnitten, so 
zahlt diese einschlieBlich 2 = 0 nicht zu den Argumenten, wo f(z) ana- 
lytisch ist. Man kann aber durch geschicktes Legen aer Schnitte erreichen, 
daB jedes A erfaBt wird, fiir welches f(x) im gewéhnlichen Sinne an den 
Stellen der Eigenwerte von A regular ist. 

Schreiben wir nun: 


f(z) =g(e—A) + f(A) mit g (0) =9, 


so ist bei t > 0 wegen der Verschiedenheit der Eigenwerte A, (t) der Matrix 
A (t) aus der gegen A konvergenten Folge: 


(3.2) f(A ()) =9g(A()—AL) +7 (A). 
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g (x) habe nun die fiir kleine x konvergente Entwicklung: 


es) N— 
g(x) = Vdvwt=Sdxt+h(z) mit & = : f(A), 
k=1 k=1 kt 
so daB wir erhalten 
N-1 
(3.3) g(A (t) —AE) = 3) d,-(A (t) —A E+ h(A (t) —ALZ). 
k=1 
Gem&B8 (2.6) ist: 


n—1 
h(A (t) —A EB) = 3 ¢; (t) -(A () —A BY, 
i=1 


wo die ¢; (t) bestimmt sind durch (2.5): 


D> & (t) (A, (t) — Ali = h (A, (0) — A). 
i=0 


Bei geniigend groBem N folgt hieraus wegen h(x) =O (2%): 


lim ¢; (t) = 0 


t—+0 


und damit 


lim h (A (t) —A E) 0. 

t+0 
Aus (3.2) und (3.3) erhalten wir nin bei ¢ + 0 unabhangig von der definie- 
renden Folge A (t) den Wert fiir f(A), so daB wir wegen (A —AE)* = 0 
fir k >n haben 


Satz 6: Ist f (x) analytisch an der Stelle x =A des n-fachen Eigenwertes 
von A (des Grades n), so ist A € 8; A ist eine regulare Stelle der Matrix- 
funktion mit 

— | ; — 
f(A) = z f™ (A) -(A—AEP. 
E=@ “* 
Wenn A reduziert ist, so ist auch f (A) reduziert, so daB also Satz 5 fiir ana- 
lytische Matrixfunktionen auch ohne die Einschrankung der Eigenwert- 
fremdheit richtig ist, wenn f (x) an den Stellen der Eigenwerte von A ana- 
lytisch ist. Es sei nun A’ eine Matrix in der reduziérten Gestalt 


[4: 0 
0 ” Mn 


wo die eigenwertfremden A, vom Grade n, mit den n,-fachen Eigenwerten 
A, sind. f (x) sei analytisch fir z = /,. Fir jedes » sind dann die Polynome 
Il (x — A)" und (x—A,)"» teilerfremd, so daB wir ein Polynom H, (z) 
wee 

bestimmen kénnen durch 


(3.4) H, (x) - IT (x—A4,)"«=1 (mod (x—A,)"). 


wee 
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Wir fiihren nun ein 


G, = H, (A’) + IT (A’ —4,, £)"u, 
ue 
dann ist 


‘0, 0, 

. 9 0 ea 0 0 

(3.5) GG = E, 9 und 4G, A’ = A, 

0 a 0 0 / 0 

Nach den S&tzen 5 und 6 haben wir nun 
m n,—1 1 
f(A')=L GS? Ff (A): (4’— 4, EF. 

vy=1 k=0 


Durch Transformation mit einer beliebigen Matrix C erhalten wir hieraus 
den 
Satz 7: Hat A die Eigenwerte A, mit den Vielfachheiten n,, und ist f (x) 

an den Stellen A, analytisch, so ist A €% mit dem eindeutig bestimmten 
Werte?) 

m n,—1 1 

f(A) =F G,- GM (a) (A— A, BY, 

y=l k=0 “ 

wo 


G, = H,(A)+ I] (A—A, £)" ist mit H, (x) gemaB (3.4). 
ute 


Bemerkung 7a: Anstelle von n, kénnen die Exponenten m, < n, benutzt 
werden, fiir die gerade [J] (A — A, EZ)" =0 ist; bei symmetrisierbaren A 


also m, = 1. Im letzteren Falle ist dann 


] 
- TSB 
e+e 
so daB Satz 7 ein Spezialfall von (2.8) wird‘). 

Bemerkung 7b: Der in Satz 7 angegebene Ausdruck fir f (A) kann noch 
modulo der charakteristischen Gleichung von A reduziert werden, so dab 
man die Darstellung (2.6) erhalt. In der Tat bleiben ja die c, als Lésung von 
(2.5) analytische Funktionen der Eigenwerte A,, auch wenn einige derselben 
zusammenriicken. Sie geniigen dann dem aus (2.5) durch Grenziibergang 
entstehenden Gleichungssystem: 


n—1 
(3.6) Xy«¢()z2-'= 1 (a) 
k 


! 
— fr: 


H, (x) 


3) Vgl. Fantapriz, L.: Le calcul des matrices, C. r. 186, 619—621 (1928), wo durch 
Anwendung der Theorie der linearen analytischen Funktionale auf die Komponenten 
von / (A) gezeigt wird, daB allein von A abhangige Matrizen H,,z existieren, so daB 


m n,—1 


. (k 
f(A)=Z JF Af” () 
v=1 k=0 
wird. 


*) Unter der Einschrankung, daB f (x) eine ganze Funktion ist und keine Eigenwerte 
von A zusammenfallen, bereits zu finden bei A. D. MicHat, Matrix and Tensor Calculus, 
S.18. New York 1947. 
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bei r = 0,1,...,n,— 1 und » = 1, 2,...,m; n, = Vielfachheit des Eigen- 
wertes , 

Aus Satz 7 kénnen wir nun ein Kriterium dafiir ableiten, daB bei reellem 
A auch f(A) reell ist. Von den Eigenwerten von A seien in diesem Falle 


A, +--+» Ag, paarweise konjugiert komplex und A,,41,...-, A» reell. Es ist 
dann nach (3.4): H, = H3,..., H,.,-; = H},, wahrend Har+1 bis H,, reelle 
Polynome sind. Also ist wegen der Realitat von A: G, = G3,..., Gor—1 


G,, und G,,+ 1 bis G,, sind reelle Matrizen. Notwendig und hinreic hend 
dafiir, daB f (A) reell ist, ist also nach Satz 7, wenn wir gemaB Bemerkung 7a 
die m, anstelle der n, benutzen: 


m m,—1 


1 eo | rT wr y + PM 
DD ef (A) — [fF (42))*)-G, - (A — 4, BF = 0. 
v=1k=0 *! 
An (3.5) sehen wir nun, daB die Matrizen G,-(A —A, ZF mit O<k < 
<= m,— 1 voneinander linear unabhangig sind. Damit haben wir den 
Satz 8: Notwendig und hinreichend, daB bei reellen A die analytische 
Matrixfunktion f (A) ebenfalls reell ist, ist 


f™ (A,) = [{ (a8) ]* far k = 0,1,...,m, — 1, 


” 


wenn [7 (x — A,)™ das Polynom niedrigsten Grades ist, welches A annulliert. 
: 


Bemerkung 8a: Ist n, die Vielfachheit von A,, so ist m, < n,, so daB die 
Bedingung von Satz 8 fir k = 0,1,...,,—1 jedenfalls hinreichend ist. 
Bei symmetrisierbarem A ist m, = 1, so daB nur f (A,) = (f (A¥))* zu for- 
dern ist. 

Bemerkung 8b: Ist f (x) eine reelle analytische Funktion, d.h. ist f (z) 
reell auf einem Stiick der reellen Achse, und wird derjenige Zweig von f (z) 
gewahlt, fir den f (z*) = (f (z))* ist, so sagt Satz 8 aus, daB f(A) genau 
dann reell ist, wenn { (A,) reell ist fir die reellen unter den /,. So ist z. B. 
In A reell bei den reellen A, deren reelle Eigenwerte (falls vorhanden) po- 
sitiv sind. Satz 8 zeigt aber, daB die Méglichkeit der Realitat von f (A) im 
allgemeinen gréBer ist, da die Bedingung von Satz 8 fiir bestimmte A, ganz 
zufallig bis zu k m, — | erfillt sein kann, wahrend die héheren Ableitungen 
von f (x) an dieser Stelle nicht mehr dieser Bedingung zu geniigen brauchen. 
Dies hatte zur Folge, daB fiir jedes reelle D dann f (A + t D) auch fir kleines 
t > O nicht mehr reell ist, so daB man A in Ubertragung einer bei den reellen 
Funktionen iiblichen Sprechweise als ,,isolierte Matrix fir f(A)’’ anzu- 
sprechen hat. 


§ 4. Die Umkehrung analytischer Matrixfunktionen. 


Wir hatten in §3 fir die Definition der analytischen Matrixfunktion 
eine Aufschneidung der RremMannschen Fliche von f(x) vorgeschrieben, 
um zu einer eindeutigen Matrixfunktion zu gelangen. Man wird nun die 
Frage aufwerfen, welches die Gesamtheit aller f(A) ist, wenn wir bei der 
gem4B Definition 2 zu erfolgenden Bestimmung von { (A) mit Hilfe einer 
Folge A (t) die volle Bewegungsfreiheit der Eigenwerte von A (t) auf der 
Rremannschen Flache zulassen. Solange die Eigenwerte von A alle unter- 
einander und von den singularen Stellen von f (x) verschieden sind, kann sich 
natiirlich nichts Neues ergeben, da wir durch geeignete Aufschneidung stets 
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erreichen kénnen, daB A € B, ist. Wenn dagegen A teilweise zusammenfallende 
Eigenwerte hat und lim A (t) = A ist, wo A (t) fir t > 0 die verschiedenen 


t—+0 

Eigenwerte A, (t) hat, so bilden die A, (t) ,,Bahnkurven” in der z-Ebene mit 
teilweise zusammenfallenden Endpunkten. Wir kénnen dann eine Auf- 
schneidung der Rremannschen Flache so bilden, da8B die Schnittkurven diese 
Bahnlinien nicht treffen. Bei Bahnkurven mit gleichen Endpunkten A muB8 
der Schnitt dabei natiirlich durch A gefiihrt werden. Auf diese Weise er- 
halten wir eine durch diese Aufschneidung festgelegte Matrixfunktion, fir 
die A eine Randstelle wird. Diese Betrachtung zeigt, daB die Gesamtheit 
aller méglichen f (A) bei freier Bewegungsméglichkeit auf der RremMannschen 
Flache identisch wird mit der Gesamtheit aller Werte von f (A) bei allen 
méglichen Aufschneidungen der RrzEMaNNschen Flache. Unsere Einschrin- 
kung ist damit als nicht wesentlich fiir die Ermittlung des gesamten Werte- 
vorrates einer mehrdeutigen analytischen Matrixfunktion erkannt. 

Ist y = f (x) die Umkehrfunktion einer eindeutigen analytischen Funktion 
x = p(y), so gilt bei B (t) = f (A (t)) fir die definierende Folge A (t) wegen 
der Verschiedenheit der Eigenwerte von A (t) : A (t) = m (B (t)) und damit 
A = p(B). B ist also Lésung der Matrixgleichung 


mit bekanntem A. Umgekehrt liefert jede Lésung B von (4.1) einen der 
méglichen Werte von f (A) bei passender Aufschneidung. Fir solche f (2) 
ist also die Aufgabe der Gewinnung aller Werte von f(A) aquivalent zur 
Aufgabe der Lésung der Matrixgleichung (4.1), in der B eine regulare Stelle 
fiir die Matrixfunktion g (B) darstellt. Aus dieser Aquivalenz folgt in Ver- 
bindung mit Satz 5 weiterhin, daB wir uns bei der Lésung von (4.1) auf die 
A mit lauter zusammenfallenden Eigenwerten beschranken kénnen. AuBer- 
dem kénnen wir gema&B § 2 voraussetzen, daB sich A in der Normalform (2.3) 
befindet, wo jetzt alle A, gleich A sind. 

Zu jeder Umordnung der Kastchen von A gehére nun eine bestimmte 
Matrix U, die diese Umordnung bewirkt. 7 bezeichne eine mit A ver- 
tauschbare Matrix. 

Denken wir uns nun das unbekannte B vermége der Transformation 
mit einem V ebenfalls in Normalform (2.3) gebracht, 


B, 0 
Bav-( ins ir 
0 By 


wo die Eigenwerte mw, der B, teilweise gleich sein kénnen, jedoch stets 
y (u,) = A gilt, so ist nach den Ergebnissen des § 3: 

(gp (B,) 0 
(4.2) A=v- “ah )y- 
0 p (Br) 


Ww, 0 
W = | re ) 
0 ‘We 


so daB Wz! p(B,) W, in Normalform (2.3) gebracht wird, so ist VW = TU 
mit passenden 7’ und U und damit 


Ist nun beliebig gewahlt 
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Wr" @ (B,) W, 0 
A=V-W Sa W-1 yr) = 
0 WW @ (Be) We 
y (Bj) 0 
=TU . U- 7-1 
( y (Bj) 


mit 
BS = W-! B W,. 
Wir haben also wegen A T = TA 


‘B 0 
U3AU o ra 
0 B; 


(4.3) und . 
(Bi 0 

B r-v-| “ae )u-1 7 
0 Bi 


Hierbei sind die B}-Matrizen, deren Normalform (2.3) nur aus einem 
einzigen Kastchen besteht: irreduzible Matrizen. 

Zur Auffindung von B wird also A zunachst durch ein U~! umgeordnet, 
die Kastchen nach der Umordnung dann in neue Kiastchen A} zusammen- 
gefaBt, die als pm (B}) mit irreduziblen B; geschrieben werden kénnen. B er- 
halt man dann durch Riicktransformationen der aus den Bj bestehenden 
Matrix mit Hilfe von U und zusatzliche Transformation durch eine beliebige 
mit A vertauschbare Matrix 7. Dabei ist bis jetzt noch nicht klar, ob zur 
Auffindung aller B auch alle der endlich vielen U und der endlich vielen 
Zusammenfassungen zu den A; statthaft sind. Dagegen ist 7 sicher vdllig 
beliebig wahlbar, da bei A = p(B) auch A = TAT'1=T 9(B)T = 

y (TBT™~) ist, so daB mit B auch stets TBT™ eine Lésung darstellt. 
Es ist durchaus méglich, daB es zu einem der Aj mehrere zugehérige Bj gibt: 
B;,, By, . .. mit den jeweils zusammenfallenden Eigenwerten j,,, , - - - 
Ist hierbei w,; = w,,, so sind Bj; und Bj, wegen der Irreduzibilitat Trans- 
formierte voneinander: B); = SB), 8S). Es ist dann A; =  (B";) = 

S » (B,) S™ S Aj S71. A} ist also mit S vertauschbar. Wir kénnen 
daher annehmen, da S bereits in 7' enthalten ist. Die wesentlich verschie- 
denen Mdglichkeiten fiir Bj miissen also zu lauter verschiedenen Werten 
fir uw, =f (A) gehdéren. Hieraus folgt 

Satz 9: Ist TJ eine mit A vertauschbare Matrix mit |7'| + 0, so ist mit 
Bauch TBT™ eine Lésung der Matrixgleichung A = ¢ (B) mit eindeutigem 
analytischen z = @(y). Bis auf Transformation mit allen T ist die Lésung 
der Matrixgleichung héchstens endlich- oder abzahlbar unendlich-deutig, 
je nachdem dies die Umkehrfunktion y = f (x) von x =  (y) ist. 

Es bleibt jetzt nur noch die Frage, wie ein A’ aussehen mu, damit 
es als m (B’) mit irreduziblem B’ geschrieben werden kann. Dies laBt sich 
nun leicht klaren unter Verwendung der beiden folgenden Hilfssatze: 

Hilfssatz 2: Es bezeichne Q, die Matrix vom Grade n mit den Kompo- 
nenten 


Vik 


_ flfark-i=1 
= }0 far k—i+1f° 
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Dann ist bei a, + 0 mit 1 => 1 die Matrix 
n—1 


! 1+1 | 
P=: Qnt+Q41°Qn +++++4n-1° Qn 


aquivalent zu Q!. 


Beweis: Es seien ¢,,...,¢@, die Grundvektoren. Fihren wir noch e, = 0 


fir »y < 0 ein, so gilt allgemein Q/e, =e,_, und damit: 
fe.2) 
(4.4) Pei =e 2 Gee Gosua- 
x=0 


Aus der Funktion yp (x) = a, + a,4, 2 +--+ gewinnen wir fir r =0,11,... 


Koeffizienten 6,,,, gemaB 


0° 
y-"(z)= Sb, 2. 
w= 
Wir bilden nun die Vektoren 
oO 
| le z De. Cs— yu 
wp=0 


(s=1,...,”), 
wobei r so bestimmt wird, dab 0 < s—rl<l ist. Die f, sind dann wegen 
b,,9 + 9 linear unabhaingig voneinander, und es gilt wegen (4.4): 

a) far r = 0, also s <1: P-f, =0; 


b) fir r=>l1: 


00 


C2 oO 
P{,= a z Dyn O14 Cr—p -t—-n = D, Cp—i-e* > by M+ = 
p=Ox=G @=0 4+x=o@ 
oo 
= 5 by—1,0 Cs—t—w = fe—i- 
@=Q 


Wahlen wir nun die f, als neue Grundvektoren, so wird P in Q! trans- 
& n 


formiert. 
Hilfssatz 3: Die Normalform (2.3) von Q! besteht aus & Kastchen vom 
=ml+k 


Grade (m+ 1) und (l1—k) Kastchen vom Grade m, wenn n = 


mit k <1 ist. 
Beweis: Es ist QL e, = e,_), wenn wieder Co Cg moo m 0 gesetzt ist. 
Wahlen wir als Transformierende die Matrix, die die e, in die folgende 


Reihenfolge bringt: 
@,,€1472-C14+27> Se. 


Co:Co41,-+> je (m + 1) Stiick 


Cer Okt ts ++- 


C#et+1sCk+1¢is++* 
ee ee Pree je m Stiick 
Cy, €aqr++- 
so wird Q, in die angegebene Normalform transformiert. 
Bemerkung: Die Hilfssitze 2 und 3 gelten trivialerweise auch bei 1 = n, 
da dann Q! = 0 ist; nicht dagegen bei / = 0. 
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Es mége nun A’ = ¢ (B’) mit irreduziblem B’ vom Grade n sein. B’ ist 
also 4quivalent zu u E + Q,, wo Q, wie in Hilfssatz 2 definiert ist. Es ist 
dann A’ Aquivalent zu g(u EZ + Q,). Hat nun p(y) an der Stelle u die 
Entwicklung 


@P (y) =A+a,(y— pu) + a,4,(y— pt! +--- mit a; + 0 bei 1> 1, 
so wird nach Satz 6: 
p (mE + Q,) =AE +a,Q@ +4,4, Qt +--- 


was nach den Hilfssitzen 2 und 3 in der Normalform (2.3) k Kastchen vom 
Grade (m + 1) und (l1—k) Kastchen vom Grade m hat, wenn n => mIl+k 
mit k < list. Dies ist dann auch die Normalform von A’. Hat umgekehrt 
A’ diese Normalform, so geht es gem&8 Hilfssatz 3 bei einer Umordnung 
I = 

der Zeilen und Spalten iiber in AE + Q,. Istnun y = f(z) =w+5bY2—A 
| so wird, abgesehen von dieser Umordnung, B’ = f(A’) = wE + 
+b-Q, +--+ die bis auf Transformation mit einer mit A’ vertauschbaren 
Matrix T” eindeutig bestimmte Lésung der Matrixgleichung A’ = o (B’) 
mit irreduziblem B’ des Eigenwertes u. Damit haben wir einen vollkommenen 
Uberblick tiber die Lésungsmannigfaltigkeit von B = f(A) bei solchen A 
mit lauter gleichen Eigenwerten A gewonnen: 

Satz 10: A mége nur den mehrfachen Eigenwert A haben. Es befinde sich 
in Normalform. Es seien 


f, (7) = uw, + b,- Vx—A e**% y =zil,2,--- 


die verschiedenen Zweige von f (x) an der Stelle x = A. Dann ordne man die 
Kastchen von A mit Hilfe eines U~! so um, da’ man mit geeigneten Zahlen k, 
und m, bei 0 < k, < 1, und m, => 0 Zusammenfassungen A; von k, Kastchen 
vom Grade (m, + 1) mit (l,—k,) Kastchen vom Grade m, bilden kann. 
Es ist dann f (A}) = B; mit irreduziblem B,, wenn der Zweig f, verwendet 
wird. f (A) entsteht dann aus der aus den B, gebildeten Matrix durch Riick- 
transformation mit U und nachtraglicher Transformation mit einer beliebigen 
mit A vertauschbaren Matrix 7’. 


Bemerkung 10a: Sind insbesondere alle 1, =1, so wird f(x) auf die 
Kastchen der Normaldarstellung von A einzeln angewendet und liefert 
fiir jedes Kiastchen soviele Méglichkeiten, wie Zweige von f (x) vorhanden 
sind. Die Anwendung von U ist in diesém Falle unndtig. f (A) ist stets 
lésbar. 

Bemerkung 106: Ist fiir ein bestimmtes A die angegebene Vorschrift 
nicht durchfihrbar, so ist B=f(A) als Umkehrung von A = 9 (B) 


unlésbar. 


In dem eingangs genannten Beispiel f (x) = Vx ist fir A+0:1,=1,= 1. 


Fiir ein Kastchen von A der Gestalt AZ + Q, £ und Q vom Grade 1,, ist: 
~~ Str /Q\x 
fAE+Q=+y2-¥ (2 )(7) 
ag \e J \ A 


genau zweideutig. Hat A die Zahl von z, Kastchen vom Grade s, so hat 
f (A) bis auf Aquivalenz genau J7 (z, + 1) verschiedene Lésungen. Ist da- 
& 


gegen A = 0, soist! = 2. Eine Zusammenfassung A, besteht dann (Typus I) 





Uber Matrixfunktionen. 31 


entweder aus 2 Kastchen des gleichen Grades m, > 1; es ist dann nach Hilfs- 
satz ? yA, aquivalent zu Qem,: Oder A; besteht (Typus II) aus 2 Kastchen 
der Grade m, + 1 und m, = 1; es ist dann VA; aquivalent zu Qem,+1. Oder 
A; ist (Typus III) ein Kastchen vom Grade 1 mit YA; = 0. Nach vorge- 
nommener Zusammenfassung ist hier f(A) bis auf Transformation durch 
ein mit A vertauschbares 7' eindeutig bestimmt. Bis auf Aquivalenz ist 
die Anzahl der Lésungen von f (A) also gleich der Anzahl der Méglichkeiten, 
die Matrix A in a, Stiick des Typus I mit m, =r, 8, Stiick des Typus II 
mit m, =r und f, Stiick des Typus III zusammenzufassen. Hat nun A 
wieder z, Kastchen vom Grade s, so ist: 

(4.5) 2, = 2 a, + 6. + Bs fir s=1,2,..., N, 


wo WN der gré8te vorkommende Grad eines Kastchens von A’ ist. Dabei 
ist By = 90 zu setzen. Um die méglichen A; zu finden, haben wir (4.5) 
bei gegebenen z, mit nichtnegativen «, und f, zu lésen. Nehmen wir an, 
wir hatten eine solche Lésung, so kénnen wir, falls vorhanden, ein f, => 2 
um 2 vermindern und dafiir «, und «,,, um 1 erhéhen und so eine neue 
Lésung erhalten. Wenn iiberhaupt, so gibt es also auch eine Lésung «, 
B;, wo alle Bj =0 oder = 1 sind. Aus (4.5) folgt unmittelbar, daB dabei 


ar a a ' _ 

Ps = 241 1 %s4+2 T°** Tey (mod 2) 

ist, woraus sich da 4 Sie. ne B — f;) ergibt, was automatisch ga 
ist, woraus sich dann a, = -> (Zs Pe—1 P,) ergidt, omatisch ganz- 
zahlig ist. Ist dabei ein a, < 0, so ist YA nicht lésbar. Sind dagegen alle 
a, = 90, so gibt es wenigstens diese eine Lésung, aus der wir alle anderen 
durch mehrmalige Anwendung des folgenden Prozesses gewinnen: Zwei auf- 
einanderfolgende «, > 1 und «4; => 1 werden beide um 1 vermindert und 
dafiir 8, um 1 erhéht. Die Anzahl der Lésungen von (4.5) ist dann gleich der 
Anzahl der nichtéquivalenten Lésungen von f(A) = YA. Man bemerke 
iibrigens, daB es stets wenigstens eine Lésung gibt, wenn alle z, > 1 sind, 


da B;-1 + §,=z, (mod 2)und f,_, + #, < 2 und damit sicher z,— f,_1 — 
— Bp, =} 9 ist. 

Fiir zweireihige Matrizen zeigen diese Ergebnisse die folgenden Még- 
lichkeiten : 


7 A 7 wp r A 
A+ 0: | ” Fy) =iVyi-E, Va-(g_ ) 3 Lésungen 


j i ] 
| (’ q =+ Vi (’ af) 2 Lésungen 
0 4, 0 1 


2 Lésungen 


. = I; 
‘0 1) , ’ ' . m 
| (6 0) mit /also Bo = Bi = 1; keine Lésung. 


oat — — ] 
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§ 5. Differentiale analytischer Matrixfunktionen. 


Es sei jetzt wieder f (A) eine eindeutige analytische Matrixfunktion im 
Sinne von §3. A sei eine Matrix, fir deren Eigenwerte f (x) bei passender 
Wahl der Aufschneidung der RrEMANNschen Flache analytisch ist. Nach 
Satz 7 ist dann bei ¢t > 0: 

(5.1) lim f (A +#D) =f (A) 

t—0 
fiir beliebiges D; insbesondere braucht nicht darauf geachtet zu werden, ob 
A+tD zusammenfallende Eigenwerte besitzt oder nicht. Es hat daher 
einen eindeutigen Sinn, die ,,Variation in der Richtung D” einzufihren®) 
gemaB 


(5.2) 6 f(A) = f(A +t D)—f(A), t>0, t<1. 


Nach obiger Voraussetzung existiert auch eindeutig f’ (A). Es liegt daher 
nahe zu fragen, ob man 4d f (A) bis auf héhere Potenzen in ¢ durch t - f’ (A) D 
ersetzen darf. DaB dies nicht allgemein méglich ist, zeigt bereits das Bei- 
spiel f (x) = z*, wo 


(5.3a) 6f(A)—tf’ (A) D=t-(DA—AD)+0(#) 


ist, so daB die Vertauschbarkeit von D mit A zu verlangen ware. Ist jedoch 
nun @ eine beliebige mit A vertauschbare Matrix, so folgt aus (5.3a) nach 
Multiplikation mit G und Spurbildung wegen der fiir Spuren giltigen 
Rechenregel {F, F,...F,} = {F, F, .- - Fa—1}: 


(5.3 b) {G(df(A)—tf’ (A) D)}} =O(#) auch bei AD+ DA. 


Die Giltigkeit einer solchen Beziehung unabhangig von D ist deshalb be- 
sonders wichtig, weil in den physikalischen Anwendungen die Invarianten 
der vorkommenden Tensoren wesentlich sind, die sich ja durch die Spuren 
ausdriicken lassen. Es ist daher bemerkenswert, daB wir den soeben in einem 
ganz speziellen Beispiel gefundenen Sachverhalt allgemein aussprechen 
kénnen im 
Satz 11: Ist f (A) eine analytische Matrixfunktion und f (x) an den Stellen 
der Eigenwerte von A regular, so gilt bei 6f(A) = f(A +t D)—f (A): 
6f (A) =t-f' (A)D +0 (#), falls AD=DA 
{G (df (A) —t-f' (A) D)}} =O (#), falls AG =GA und D beliebig. 
Wir beweisen den Satz zunichst fiir den Spezialfall, daB A lauter gleiche 
Eigenwerte A hat und fiihren dann den allgemeinen Fall darauf zuriick. 
Setzen wir f (x) = g (x— A), so wird 
6f(A) =g(A—AE +tD)—g(A—AE) =69(A—ABE), 
f' (A) =g9' (A—AE) 
und G-(A—AE) (A —/E)-G. 
5) Auf solche Variationen wird man in den physikalischen Anwendungen zwangs- 
laufig gefihrt, zB. wenn man die Anderung des Spannungstensors bei zeitlich va- 


riablem Verzerrungszustand studieren will. Vgl. Ricurer, H.: Das isotrope Elastizitats- 
gesetz. Z. ang. Math. Mech. 28, 205—209 (1948). 
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Wir kénnen daher ohne Einschrankung der Allgemeinheit 4 = 0 annehmen. 
Es sei nun fiir kleine z: 
fos] 
f (x) = J’ a, x” ” 
v=0 
Wir setzen dann mit noch zu bestimmendem N: 


N-1 ox 
fi (z) = Da, 2 , fp (%) =D a, 2°; 
v=0 v= WN 


dann ist 

6f (A) — tf’ (A) D = [6f, (A) — tfi (A) D) + [8f, (A) — the (A) D), 
so daB es geniigt, den Satz einzeln fiir f, (x) und f,(x) zu beweisen. Wir 
haben nun 


af (A) —tf,(A)D= 
N-—1 


=t- Sa,(4°-1D+A’-2DA+---+DA’-1— y A’-1D) +0 (4), 


v=0 
woraus die Behauptung des Satzes fiir f, (A) unmittelbar folgt. 
Schreiben wir weiter gem&B (2.6) 


n— 


f.(A +tD) -S% (t)(4+#D)* und f2(A+#tD) = 4, t) (A +tD)*, 
=0 =0 
so erhalt man aus (3.6) bei geniigend groBem N wegen f, (x) =O (a*): 
cy (t) =O(t) und d,(t) =O (¢*) 
und damit 
6 f, (A) —t f2 (A) - D =O (#*), 
was die Richtigkeit der Behauptungen fir f, (A) zeigt. 


Es mége nun A teilweise verschiedene Eigenwerte haben. Nach einer ge- 
eigneten Transformation kénnen wir annehmen, dab A reduziert ist: 


A, 0 
4=(¢4) 
mit eigenwertfremden A,. Eine beliebige Matrix P des gleichen Grades wie A 
schreiben wir dann in der Gestalt 


P= (50 rigs 


Py Px 
wo P,, vom gleichen Grad wie A, ist, und nennen: 
(5.4) P reduziert: P = (R), wenn P,, = Py, = 0, 
5. 


P komplementar: P = (K), wenn P,, = Py, = 0. 


Es gelten dann die Rechenregeln: 


(R)-(R) =(R); (K)-(K) = (R) 
(5.5) (K)-(R) =(K); (R)-(K) = (4) 
{K} = 0. 
Das gegebene D schreiben wir als Summe: 
(5.6) D=D,+D, mit D,=(R) und D, = (&). 


Mathematische Annalen. 122. 3 
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SchlieBlich ist wegen der Eigenwertfremdheit der A, und der Vertauschbar- 
keit von G mit A: 

(5.7) G = (R). 

Ist D mit A vertauschbar, so ist D, = 0. Durch Satz 5 wird unsere Be- 
hauptung auf die entsprechende Behauptung fir die A, und damit schlieBlich 
auf die fiir A mit lauter gleichen Eigenwerten zuriickgefiihrt. Sei nun D, + 0, 
so schreiben wir fiir den Beweis der zweiten Behauptung unseres Satzes 
gemaB (2.6) fir kleine ¢ und uw unter Beachtung von (5.5): 


n—1l 
{(A+tD,+uD,) = 3) ¢, (t,u) (A+tD,+uD,) = 
v=l 


n—1 
= Jc, (t,u) ((A +tD,)” + (K) +0 (u*)), 
=1 


. 
oder 


f(A+tD,+uD,) =f(A+tD,) + 
(5.8) o—* , 2 
+ » [c, (t, u) —c, (t,0)] -(A +#D,)" + (K) +O (u*). 
v=] 
Bei festem t hangen die ¢, (t, u) eindeutig analytisch ab von den Potenz- 
summen 
s, (u) = {(A +tD, + uD,)*} ={(A +tD,)* + (K) +O (u*)} =s, (0) + O(u*). 
Also ist ¢, (t, u) —c¢, (t, 0) = 0 (u?), so daB aus (5.8) folgt, wenn wir schlieB- 
lich speziell u t setzen; 
f(A +tD)=f(A +tD,) + (RK) +0 (#). 
Wir erhalten dann unter Beachtung von f’ (A) = (R): 
6 f(A) —t-f' (A) D=f(A +t D)—f(A)—t-f' (A)D= 
=f (A +t D,)— f{(A)—t- f' (A) D, + (K) +0 (#), 
und da fir D = D, die erste Behauptung des Satzes bereits bewiesen ist; 
6 f (A) —t-f' (A) D =(K) + O(@#), 
woraus nach Multiplikation mit G und Spurbildung unter Beachtung von 
(5.7) und (5.5) die Behauptung folgt. 


( Bingegangen am 13. Mai 1949) 


Math. Annalen, Bd. 122, 8. 35—36 (1950). 


Verallgemeinerung einer Minkowskischen Ungleichung 
iiber konvexe K6rper mit Mittelpunkt. 
Von 


TuHEeopor ScHNEWER in Gdttingen. 


Ein gegebener nicht-konkaver Kérper & mit Mittelpunkt, den wir uns 
im Nullpunkt O eines orthogonalen Koordinatensystems gelegen denken 
wollen, und vom Volumen V, werde in bezug auf seinen Mittelpunkt als 
Fixpunkt mit dem Faktor A, so dilatiert, da®B der entstehende Kérper &, 
keinen Gitterpunkt auBer dem Nullpunkt im Innern enthalte, aber wenigstens 
einen Gitterpunkt P, auf dem Rande. Gitterpunkte seien dabei Punkte 


+ 
mit ganzzahligen Werten fir die Koordinaten. Der Vektor OP, sei p, ge- 
nannt. Der Vektor p, fiihre von O nach dem Gitterpunkt P,, der nicht auf 
der Geraden O P,, aber auf dem Rande von §,, das aus & durch Dilatation 
mit A, hervorgehe, liege, und es enthalte &, auBerhalb der Geraden durch 
O, P, keine Gitterpunkte im Innern. Es sind daher p, und p, linear unab- 
hangig und ferner ist A, < A,. So fortfahrend bestimme man P3, das nicht 
in der Ebene O P, P,, aber auf dem Rand von &; liegt, wobei &, aus R durch 
Dilatation mit A, hervorgeht und auferhalb der Ebene durch O, P,, P, 
keine Gitterpunkte im Innern enthalt. Durch sinngemaéfSe Weiterfihrung 
dieser Bestimmungen erhalt man so ein System linear unabhingiger Vektoren 
~},-- +, Py» Wenn » die Dimension von & bedeute, und man erhaélt auBerdem 
die Dilatationskoeffizienten A,,..., A, mit A, < A, <...< A,. Dann lautet 
die Minkowskische Ungleichung tiber konvexe Kérper mit Mittelpunkt: 
Aveda VER. 

Fiir diese Ungleichung gibt MrnkowskI in seinem Buch, Geometrie der 
Zahlen, einen langen, ausfiihrlichen Beweis. H. DAVENPORT teilte einen 
einfacheren Beweis mit 1) und vor kurzem fand H. ScntLerR?) eine schéne, 
noch wesentlich vereinfachte Beweisdarstellung. Der Schilersche Beweis, 
der indirekt gefihrt ist, wird vielleicht noch etwas eleganter, wenn man ihn, 
wie es im folgenden geschehen soll, als direkten Beweis ansetzt. Dabei soll 
gleichzeitig die nachstehende Verallgemeinerung der Minkowskischen Un- 
gleichung gezeigt werden. 

Aus & entstehe durch Dilatation mit einem geeigneten Faktor pu, der 
Kérper §,, der auBer dem Nullpunkt O und m Paaren von symmetrisch zu O 
gelegenen Gitterpunkten Q+, Q7;...; Q+, QR keine weiteren Gitterpunkte 
im Innern, aber mindestens einen auf seinem Rande besitzt. Einer dieser 
Randpunkte sei P, und OP, sei p, genannt. §,, das aus & durch Dilatation 
mit dem Faktor p, entstehe, enthalte im Innern auber O; Qt}, QT;..- +3 
Q+, Q; héchstens Gitterpunkte, die sich auf der Geraden O P, befinden, 
und mindestens ein Gitterpunkt P, auBerhalb dieser Geraden existiere auf 

1) Davenport, H.: Quart. J. Math., Oxford Ser. 10, 119 (1939). 

*) ScntiLer, H.: Arch. Math. (z. Z. im Druck). 

3* 
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dem Rande. Sinngem&B seien entsprechend jig, . . ., “4, erklart. Dann lautet, 


wenn das Volumen von & wieder mit V bezeichnet werde, die Behauptung: 


fa oe fn Vase. 
Beweis: Die Variabeln y,, . .., Y¥,, bezogen auf das Parallelkoordinaten- 
system der Vektoren },, . . -, ~,, mégen & beschreiben. Dann ist &*, das die 


Gesamtheit der Punkte (4, ¥;, .. -; My Yn) umfasse, wenn (Y¥,,..., Y,) Punkt 
von & sei, ebenfalls ein nichtkonkaver Kérper mit Mittelpunkt, und sein 
Volumen ist 

V? =p... f° V. 


Mit &% sei die Gesamtheit der Punkte 


(Hy Ya» Me Yar «+ +> MG—1 Yi—ae HG Vir HG Vite + - +> HG Yn) 

firj = 1,...,bezeichnet. Dann enthalt R@ nach Voraussetzung im Innern 
keine Gitterpunkte auBer O; Q*, Qr3 — Qn Qn: Es werde nun die In- 
duktionsvoraussetzung gemacht, R% enthalte im innern keine Gitterpunkte 
auBer O; Qt, Q-;..-3 Qk, Qn und es soll gezeigt werden, da dann im 
Innern von R°+ ebenfalls keine anderen Gitterpunkte als O; Q*, QT; . . -; 
Qn: On vorkommen kénnen. Die Koordinaten in Richtung VON Py» - + +» Pj 
sind beim Ubergang von ® zu 849+» invariant, so daB keine Gitterpunkte 
auf der durch die Vektoren p,, . . ., pj; aufgespannten j-dimensionalen Hyper- 
ebene hinzukommen k6nnen. KI+1 ist wegen fy S fg S..- S fy S jy 
enthalten in §;, 1, das die Gesamtheit der Punkte (wj41 4, ---, Mji1 Yn) 
umfaBt, und der Kérper 84 1 besitzt. nach Definition von yj, 1 auBerhalb 
der durch Par + + +» Bj aufgespannten Hyperebene gewiB keine Gitterpunkte 
im Innern mit Ausnahme von 0; OF, a eT Qn Q;,- Also kann auch 
R7+) keine neuen Gitterpunkte im Innern besitzen. Durch vollstandige 
Induktion folgt dann, daB R™, das mit K* identisch ist, auBerO; Q*, QT; .. .; 
Qt, Q;, keine Gitterpunkte im Innern enthalt. 

Nach VAN DER CorputTs*) Verallgemeinerung des Minkowskischen Satzes 
iiber nicht-konkave Kérper mit Mittelpunkt, angewandt auf den Kérper &*, 
folgt nun 

V*¥ <m-2*, 


und daraus ergibt sich die behauptete Ungleichung: 
Bascs dag ¥ & M2. 


3) Corput, J. G. vAN DER: Acta arithmet. 2, 145 (1936). 


( Eingegangen am 30. Mai 1949.) 


Math. Annalen, Bd. 122, 8S. 37—46 (1950). 


Uber den Einflu& algebraischer Windungspunkte 
auf die Wachstumsordnung. 
Von 


Hans Wirticnu in Karlsruhe. 


In mehreren Vortrigen hat E. ULuLRIcH") die Frage nach dem Einflu8 
algebraischer Windungspunkte auf die Wachstumsordnung gestellt und be- 
handelt. Im folgenden sollen einige Flachen betrachtet werden, die wegen 
ihres Zusammenhanges mit dieser Frage von einigem Interesse sein diirften. 
Es handelt sich um einfach zusammenhangende, offene Riemannsche Flachen 
mit unendlich vielenalgebraischen Windungspunkten tiber drei Grundpunkten. 
Die Flachen gehéren zum parabolischen Typus, so daB ihre Erzeugenden 
w = w (z) in |z| < co eindeutige analytische Funktionen sind. Die Flichen 
sind von so einfacher Bauart, daB die Untersuchung des asymptotischen 
Verhaltens von w = w (z) fiir |z| + co von der Fliche aus méglich ist; sie 
stiitzt sich auf Uberlegungen von L. AHLFoRS, die in den letzten Jahren von 
mehreren Verfassern?) weiterentwickelt worden sind. 

1. Im AnschluB an P. J. MyrBERG*) wird die folgende Klasse Riemann- 
scher Flachen betrachtet. 

In 36€>0, RO>0 sei K,, K,,... eine unendliche Folge von Modul- 
kreisen; K, treffe die positiv reelle Achse in Po, P,, K, in P,, Fésees K,, in 
P,,, Pn41,---, Po =0. Weiter gelte monoton lim P, = co. Der Folge K,, wird 

n— oo 
in 3¢>0,R <0 eine Folge K} von Modulkreisen zugeordnet, die durcli 
Spiegelung der K, an R 6 =0 entstehen; die P, entsprechenden Punkte 
seien P,, wobei also Py, P,4 1 zu Ky, gehéren, Pj = Py. Bei Identifizierung 
zugeordneter Punkte auf K, und Kj, bildet die elliptische Modulfunktion 
w = A(C) den konstruierten Bereich B auf eine einfach zusammenhiangende, 
unendlich vielblattrige Riemannsche Flache % ab, deren Verzweigungspunkte 
liber den Grundpunkten w = 0,1, oo liegen. Der in R € > O gelegene Teil 
von B sei B,. Nach dem Riemannschen Abbildungssatz gibt es eine Funktion 
z =2z(C), die B, in 3z > 0 abbildet, wobei £ = 0 der Stelle z = 0 entspricht 
und die positiv imaginare ¢-Achse in die negativ reelle z-Achse tbergeht. 
Da die Voraussetzungen des Schwarzschen Spiegelungsprinzips erfillt sind, 
leistet die nach diesem Prinzip in Bj analytisch fortgesetzte Funktion z = z (¢) 
die eineindeutige und konforme Abbildung von B in |z| < oo. Die eindeutige 
analytische Funktion w = A(¢ (z)) =f (z) erzeugt als Bild von |z| < © 


die Flache %, so daB also % vom parabolischen Typus ist. Aus der Art, wie B 


1) Utiricu, E.: a) Jber. dtsch. math. Ver. 46 (1936); b) Flachenbau und Wert- 
verteilung. Congrés des Mathématiques & Helsingfors 1938. 

2a) Antrors, L.: Acta math. 58 (1932). 

2b) TeEICHMULLER, O.: Dtsch. Math. 3 (1938). 

2e) Wirticu, H.: Math. Z. 51 (1948). 

2d) Wirticu, H.: Math. Z. 51 (1948). 

3) Myrzera, P. J.: Uber die Bestimmung des Typus einer Riemannschen Flache. 
Ann. Acad. Sci. fenn. Sér. A. Tom XLV, No. 3. 
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aus Fundamentalgebieten der zum Legendreschen Integral gehérigen Modul- 
funktion zusammengesetzt ist, erkennt man den Aufbau von % aus Halb- 
blittern und kann damit auch den zu & gehdrigen Streckenkomplex kon- 
struieren. Fir P, =n, P, =—n,n=9,1,... erhalt man den nachstehenden 
Streckenkomplex (Fig. la—1lc). Berithren sich im Punkte P, g, Modulkreise, 
so entspricht einer Umgebung dieses Punktes (Vollumgebung wegen der 
Identifizierungsvorschrift) durch w = 4 (¢) eine Umgebung eines g,-blattrigen 
Windungspunktes iiber dem Grundpunkt w = A (P,,) = A (Px) = (0, l oder 0). 
Da sich die Punkte P, nur in ¢ © hiaufen, liegen tiber w = 0 und 1 

















2 3 2 3 2 
° x e x o— 
3|}1 1 1 1 1 
* x * x=— 
x 2 3 2 3 2 
Fig. 1c. 
nur algebraische Windungspunkte; iiber w © liegt genau ein logarithmi- 


scher Windungspunkt und méglicherweise algebraische Windungspunkte. 
Lat man die den Punkten P, zugeordneten natiirlichen Zahlen g, bei n > « 
gegen co streben, so erhailt man Flachen mit algebraischen Windungspunkten 
von beliebig hoher Ordnung, eine Tatsache, die bei der eingangs erwahnten 
Frage besonders interessiert. 

Zur Diskussion der solche Flachen erzeugenden gebrochenen Funktionen 


w = f(z) braucht man hinreichend genaue Aussagen iiber die Verzerrung 
bei der Abbildung ¢€ = z. 

2. Der auf B gelegene Teil von ¢ o sei K,. Das z-Bild von K, ist 
eine einfache geschlossene Kurve J°’,, die z = 0 umschlingt. Es sei weiter 
Oy < 0; < Og, Qo passend gewahit. Die Kurven J,,, [’,, bestimmen ein Ring- 
gebiet mit dem Modul M (9,, 0,), das durch 2 =2 (z) in das Rechteck 

Cconod eta P ,< a . 3 7 . ~ _™~ ° 
O0<2<M, 0< 9 <2 abgebildet wird, wobei [,, in 2 =iy und I,, in 


Zz M + iy iibergehen soll. Weiter sei C= log C und 0; S OS 02. Da die 

; se all : ae F "| dz ~ 

Bildkurve von K, im z-Rechteck eine Lange = 2 z hat, gilt 2a | rh ld f\; 
@¢ie 


a 
@ 

daraus folgt nach der Schwarzschen Ungleichung und Integration nach 

log @ zwischen den Grenzen 9, und @, 
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Cs 
4 x log ~ <{ {#4 < 22 M (0,, 0:); 


e@ @% 
also 


2 log . < M (0,, 0.) - 
1 
Im Rechteck wird nun die Strecke % =—.const betrachtet. Bild ist in der 


C* = log (¢ _— 5} Ebene eine Kurve der Lange > 2. Danach gilt 


OC* | s— se df | .. 
as | az dy, mw<2n qe} ?y 
. 0 
z 


oder 


M M 2x 

; aa {ae 

+ [d%=F Mons f i azay—| | (ae*]=F. 
é d 3 : 


Durch elementare Rechnung findet man fir F die fir alle 9, >e giltige 
Abschatzung 


6 
F< x(log 2 + -). 
0; 0; 


Mithin gilt fiir alle e < 9, < 0, < 0 
12 


2 log &?.< M (g,,0,) < 2log © 
c.< (0) @2) < 2 log a Ve 


oder 
(1) M (01.02) — 2log £| < ~~ 
i 


Q, 
Aus (1) folgt mit r, (0) = Min |z|, r, (0) = Max|z! nach dem Modulsatz*) 
r 


e e 
die Existenz einer endlichen Zahl x derart, da8B lim (log r, (9) — log g*) = 
eco 


lim (log r, (oe) — log 9?) = x gilt, d. h. 


e-> co 


e> co e 


| lim 4) _, 71,2 oder 
(2) 
r; (0) = eo? (1 + e; (0)) mit lim e;(e) =0 fir j=—1, 2. 
e—0o 
Diese Verzerrungsaussage bei der Abbildung {-++z ermédglicht die Dis- 
kussion der durch die Flachen definierten gebrochenen Funktionen. Es 
bezeichne y (9, a) die Zahl der a-Stellen von w = A(¢) auf dem von K, 
begrenzten endlichen Teil von B, wobei jede a-Stelle entsprechend ihrer Viel- 
fachheit gezahlt wird. Bei der Anzahlfunktion », (9, a) werde jede k-fache 
a-Stelle nur (k— 1) mal gezihlt. Diese Anzahlfunktionen lassen sich aus der 
Art, wie B durch die Fundamentalgebiete von A (¢) zerlegt wird, bestimmen 
(und damit auch aus dem Streckenkomplex). Da aus (2) 
(2’) 9p =AYyr,(1+ O, (r,)) =A Vre (1 + Og (12)), A =e-**, lim O; (r;) = 0, 
T.—> 00 


7 
*) }. c, 2b), 
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folgt, bekommt man bei bekannten »v (0, a), » (og) = Max (0, a), », (0, a) 
a 
asymptotische Ausdriicke fiir die in der Wertverteilungslehre gebrauch- 
lichen Anzahlfunktionen n (r, a), n (r), n, (r, a) baw. N (r,a), N (r), Ny (r, a). 
Fiir den Streckenkomplex in Fig. 2 findet man 


3 
n(r,0)=2AYyr (l+e(r)), n, (r,0) == Ayr (1 + e(r)), 

3 
n(r,1)=2Ayr (1 +e(r)), nm, (r, 1) =—Ayr (l+e(r)), 
n(r,co) =2A Yr (1 +e(r)), n, (r,co) =0, 


n(r)=2A yr (l+e(r))-. 


























2 
qa x — 
Ni | 1 | 
x oy x ° 
; | : 
j U 
7 x a 
A | | | 
x 3 . x <u» 
Fig. 2. 
Aus diesen Angaben folgt wegen 
. ] ; ) : 
Ordnungs =lim 8"? . § (a) =1—lim *@® , 8 (a) =lim ™ 2%) 
rT—> co log r Toco nT) r—> oo n (r) 
l , 
d(c) ==, d(a)=9 firallea+o, 
8 (0) = 8 (1) = : , O(a) =0 firallea+0,lunds=—, 


ein Resultat, das von den Funktionen, die durch Flaichen mit endlich vielen 
periodischen Enden definiert werden, bekannt ist*). 

3. Bei dem in 2. behandelten Beispie] fallt die Wachstumsordnung s 
mit der durch den Randstellensatz von AHLFoRS-DENJoyY bestimmten unteren 


. , ; : l , ~ 
Schranke der Wachstumsordnung zusammen, namlich s ==. Dieser Fall 


liegt stets vor, falls g, <g fiir alle nm gilt. Sind alle algebraischen Elementar- 
gebiete so angeordet, da eine Fliche mit einem periodischen Ende vor- 
liegt, so kann wegen des symmetrischen Aufbaus der Flache keine Wachs- 
tumserhéhung eintreten. Im aligemeinen Falle sieht man die Behauptung 
etwa so ein. Ist P, ein beliebiger Modulpunkt auf der positiv reellen Achse, 
so beriihren sich in P, héchstens g Modulkreise. Dann muB also der Abstand 
P,-; P, und P, Py 1 stets > p> 0 sein, wobei p allein von g, nicht aber 
von n abhangt. Daraus folgt aber, daB v(o + 1)—vy(o) stets < K ist 
oder C, Yr <n(r)<C, Yr. Wegen m (r,a) = 0(1) fir a+ 0,1, o erhalt 
man also 


K, Vr <T(r,w) =N (r,a)+m(r,a) +0 (1)< K, yr ‘ 
5) Wrrricu, H.: Arch. Math. 1 (1948). 
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d. h. 
— y ( ) 
8 = lim LEAT = = ; 
roo ‘hog . 


Zu dem gleichen Ergebnis kommt man, wenn die g, zwar nicht mehr gleich- 
maBig beschrankt sind, aber hinreichend langsam mit gegen oo streben. 

Bei dem Streckenkomplex in Fig. 3a werden in die algebraischen Ele- 
mentargebiete A,, Ay, Ag,..- je 2m Vierecke éingebaut in der Art, wie es 
die Figur 3b fir m = 1 zeigt. 



















































































1 | 1 z= 
é x : 
ae we: 
x ; * x @—— 
Fig. 3a. 
=x a ; — 
! x e x x * x 
ry | | | | | 
x o——X ; * ite, | 
x ! x * x— 
Fig. 3b. 
Fiir diesen Streckenkomplex findet man‘) 
ie ee _ yp 2m t2 2 
om ge OM 80) 8, Oh ol <ser eK gaTT* 
(0) =1-5— 0) 5+ ———, O(n) = 4 - = 
2m+4’ 2 2m+4 2 2m-+ 4 


Ordnet man nun den Elementargebieten A,, die Zahlen 2m, zu, wobei 
m, > co bei w+ oo gilt, so wird man die folgende Verteilung der Defekte 
und Indices erwarten: 
6(0)=d(1) =d(w)=0 
l 
8 (0) =1,0(1) =8(w) =. 
Die Wachstumsordnung wird dabei méglicherweise erhéht. Ist o beliebig 
gegeben, so bestimme man dazu die natiirliche Zahl yu so, daB gilt 24 +1 
<o <2y+3. Aus dem Streckenkomplex findet man: 
6) 1. c. 5) Formel (7) und (8). 
Zusaiz: In 5) ist auf S. 165/166 zu setzen: 
y2 3+)2 
2 


7 


4 ‘ V2 y2+3 
= go (a;)e,=-—, Eg" (a,) ey = - , 0 (a;) = —"—_—.,, 0 (a, = ——_—_— 
ate palhatins * 744/92 " 74498. 
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,@) = 4u4+2S8(u) + 0(1) fir alle a+ oo, 
0,00) = 2u+2S8(u) +0(1), 
vy, (0,0) = 3u+28 (un) + 0()1), 
v, (0,1) = 34 + S(u) + 0(1), (0, ©) = S (uw) + 0(1) 
mit 
4 
S(u) = D m,. 


x=1 


Ist m, = pm, so gilt wegen S () = i bs ) und “= . (1 +0(— )) 


0? . o? 
v (0,a) = . (1 +e(0)) fir alle a, », (0,0) = “4 (l+e(o)) und 


v; (g, 1) = », (@, 00) = . (1 + €(@)), 


wobei die e (g); ebenso wie friher, fiir die verschiedenen Anzahlfunktionen 

i. a. verschieden ausfallen, aber alle der Bedingung lim ¢ (9) = 0 geniigen. 
e7c 

Aus diesen Formeln folgt nach (2) n (r,a) =ra(r) fir alle a, n, (r, 0) = 


=ra(r); nm, (r, 1) = 2, (r, 00) = : a (r), wobei fiir die Funktionen « (r) 

, . A? , . . — 

gilt: lim « (r) = - Die durch diesen Streckenkomplex definierte ge- 
to 


brochene Funktion zeigt die angegebene Wertverteilung # (0) = 1, # (1) = 
l : , l : . 

# (co) = Die Ordnung s ist von — auf 1 angestiegen. Setzt man 

m, = "* bzw. m, = w*, so erhalt man gebrochene Funktionen mit der- 

selben Verteilung der Defekte und Indizes. Die Wachstumsordnungen sind 


3 
s=> bzw. s = 2. 


Es soll nun noch auf ein Beispiel hingewiesen werden, das zeigt, daB bei 


schwachem Anwachsen der m, die Ordnung s a nicht erhéht wird. 
Es sei m, = 1, me =m, = 2, m =m, = m, = m, = 3,..., also fir 
* <p <2*t*—1 m=a2+1, «=0,1,... Fir p =2***—1 gilt die 
Summationsformel S (u) = « 2**+7 41 und far beliebiges yu: 
S(u) =(a — 1) 2% + (A+1) (a +1) 4+ 1 mit p= +4, A=—0,1,..., 2 —1. 
. log — 
Wegen a = 53 (1 + e()) erhalt man schlieBlich 
OZ 2 
y fd log BL 
S(u)= Taga (L +e (w)) 
und daraus weiter v (0) - ¢ loge (1 + e(0@)) und n(r) = A | A log yr (1 +<(r)) 
F = log 2 ‘ - log 2 . ’ , 


woraus die Behauptung s = - folgt. Die Verteilung der Defekte und In- 


dizes ist dieselbe wie bei den anderen Beispielen. 


Zufolge des einfachen Flachenbaues l48t sich bei den angegebenen Bei- 
spielen verfolgen, wie durch Einschaltung algebraischer Elementargebiete 
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in den Ausgangskomplex eine Wachstumserhéhung bewirkt werden kann. 
Die Beispiele sind so gewahlt, daB die durch die Flachen definierten gebro- 
chenen Funktionen bei w = 0 den Héchstwert 1 fiir den Index der alge- 
braischen Verzweigtheit aufweisen: # (0) = 1. In den Flachen liegen tiber 
w = co neben dem einzigen logarithmischen Windungspunkt noch unend- 
lich viele zweiblattrige Windungspunkte und zwar in solcher Haufigkeit, 
da8B der logarithmische Windungspunkt keinen Einflu8 mehr auf die Defekt- 
verteilung hat. In den konstruierten eindeutigen analytischen Funktionen 
liegen also solche gebrochenen Funktionen von endlicher Ordnung vor, die 
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Fig. 4a. 

A.; ae 
x e x * x + x + x e > 4 
2\}1 S A; Ss Ss A2 Ss 

x * x - x e x e x Quem 
A 2 hy 
Fig. 4b. 


keinen Nevanlinnaschen Ausnahmewert haben, obwohl die von ihnen er- 
zeugten Riemannschen Flachen einen logarithmischen Windungspunkt auf- 
weisen. Das letzte Beispiel (m, = « + 1) steht in Zusammenhang mit von 
G. aF HALLSTROM’) behandelten Beispielen ganzer Funktionen mit alge- 
braischem Héchstindex. Genau wie bei HALLSTROM wird auch hier durch 
das Einschalten algebraischer Windungspunkte lediglich der Typus, nicht 
aber die Ordnung erhdht. 

Schaltet man auch in A,, A;,... algebraische Elementargebiete ein, 
so 14Bt sich i. a. 8 (0) = 1 nicht mehr erreichen. So gilt, falls man in A, 
und A, je zwei algebraische Elementargebiete einschaltet, in A, und A, 
je drei usw. 

s=1, 6(0) = 46(1) =46d(0) =0, 8(0) = @(1) =, # (00) =>. 

In diesem Zusammenhang soll noch eine von E. ULLRIcH*) behandelte 
Flache betrachtet werden. Sie sei durch den obigen Streckenkomplex und 
Zerschneidungskurve definiert (Fig. 4). 


7) aF HAtustrOm, G.: Math. Z. 47 (1941). 
8) l.c.4). 
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Die Grundpunkte seien w = 0, — - und oo, die Zerschneidungskurve die 


reelle Achse. Wird die Flache & iiber |w| = 1 zerschnitten, so zerfallt sie 
in zwei unendlich vielblattrige Flachenstiicke W%, und W,: W&, = logarith- 
misches Windungsflachenstiick mit dem logarithmischen Windungspunkt 
iiber w = co, @, enthalt unendlich viele algebraische Windungspunkte, 
deren Ordnungen nicht beschrinkt sind. Bringt man auf ®, noch 
Schnitte langs Kurven an, die tiber der Kurve | liegen und den Gliedern 8 
im Streckenkomplex entsprechen, dann zerfallt %, in unendlich viele ein- 


fache algebraische Windungsflaichenstiicke. Die tiber w = — = gelegenen 


sind durchweg zweiblattrig, die tiber w = 0 = -blattrig. Beide Flachen- 


~ 


stiicke %, und ¥, lassen sich schlicht und konform bzw. quasikonform auf 
einfache Normalgebiete abbilden. Durch eine lineare Transformation von 
log w geht ®, iber in R €=]1, wobei A nach € = 1, A, nach €=1+i,A_, 


nach 1 —i usw. kommt. %, wird durch die Ortsuniformisierenden | +s» 
3 2 


w und Anwendung quasikonformer Abbildungen in ® C* > 0, |S ¢*| <1 
schlicht abgebildet. Die Verwendung quasikonformer Abbildungen erlaubt 
es, die Randabbildung in starkem Mafe vorzuschreiben. Die Randabbildung 
14Bt sich hier so einrichten, daB ¢ = 1 + io und (* = 9—i fir 9 >1 in 
denselben Flachenpunkt tibergehen und gleiches auch fir ¢ = 1 — io und 
¢* =o +i gilt. Durch einen Schnitt langs der positiv reellen Achse zer- 
fallt R6*>1, |\BC*| <1 in zwei Teilgebiete 7’ und T”, T”’: 0 <3 C* <1. 
Legt man nun 7” und T” so in die ¢-Ebene, daB ¢* = 9—i bzw. 
f*=o+i in [=1+io bzw. (=1—i0 ibergeht, so erhilt man in 
G.:R C= 0, \¢ > 1 ein schlichtes Bild von B® = W— W’, wobei ®W’ ein 
endlich vielblattriges Flachenstiick ist. Die Punkte [=ig9 und ¢=—io 
sind fir @=>1 zu identifizieren. Die Funktion z =z (¢) bildet G, in 
z| < co ab, wobei die W’ entsprechende Umgebung von z=0 auszu- 
schlieBen ist. Diese Abbildung ist fir R € > 1 konform; fir 0 <R¢ <1 
liegt eine stetig differenzierbare Abbildung vor. Die stetige Differenzier- 
barkeit der Abbildung ist médglicherweise lings Kurvenstiicken durch- 
brochen, die sich nirgends im Endlichen haufen. Ist ¢ ein Punkt, dessen 
w-Bild einem algebraischen Windungsflichenstiick mit der Blattzahl 
A =2(u +1) angehdrt, dann gilt fir den Dilatationsquotienten bei ¢ +z 
Dei, = C, uw, wobei C, eine von uw unabhangige Konstante ist. Bei der Wahl 
w=1,2,3,... ist De, <C, Vo. giltig fir alle 9=>1. Durch Z = (? geht 
Rf =}O0 in die Z-Ebene iiber. In Z ++ z erhdlt man eine quasikonforme Ab- 
bildung einer Umgebung von Z=oo(|Z|=>R,) in eine Umgebung von 
z=o(|z|>~r,), die der Bedingung J (R) = Dz),— 1)|d log Z| + 0 

0) gung J (R) de a! ziz— 1) [d log Z| 


bei R + co geniigt. Wegen 








[dlogZ] = 4[dlogt]—4 “2 dO und Dzy<Dazp- Deje= Deis 


gilt namlich 


co ai, 
4 do 
J(R <4 / Dzyp— 1) 22-4. 
\R—a2ls 
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Ist 6 (9) = = —@/(o) der zu dem in O<R OE <1 gelegenen Bogen von 
¢| =o gehérige Zentriwinkel, so erhalt man wegen Dz, —1=0 in RE>1 


J (R)<8C, [ Ve 0 (0) 


yk yR 


ce 
do do 
. 


a D .. 
< Cy LE (weil O(o) < ry fiir alle 9 >9,) 


oder 


: pe” also wad (R)=0. 


Das bedeutet fiir die Abbildung Z ++z die Giltigkeit der Verzerrungsforme]®) 


z}=a|Z\(1l+e(|Z|)), 0<a<a@ 
oder 
R=Ar(l+e(r)) baw. o= yA yr (1 + e(r)). 
Danach lassen sich nun die Anzahlfunktionen n (r,a),... berechnen. Fir 
die Anzahlfunktionen, bezogen auf R ¢ = 0, |¢| < 0, findet man: 


v (0) =@(1+e(0)), v(e, 0) =e (1 +e()). »(0,- =) =o (1 +e (0)), (9,00) =9, 


n| — 


v, (0,@) =o (1 +e(0)), % (0. —- )= Vo (1 + e(0)) 


und daraus weiter: 


n(r) = Vr a(r), n(r,0) = yr a(r), n(r,— z) = yr a(r), n(r, co) =0, 


/ l Hy , , % 
n, (r,0) = Yr a(r),n, ( ~ 3)- Vr a(r), lima (r) = yA. 


T>o 


Fiir die durch den Streckenkomplex bestimmte ganze transzendente Funktion 
erhalt man also die folgenden Wertverteilungsgr6éBen!®): 


5 (co) = 1, 6 (0) = 6(- 3)=0 


2 

91 1 , 
(0) =1, B (co) = a(- z)=9 
und die Ordnung s = a 

Gilt fir die Eckenzahl 4, der algebraischen Elementargebiete die Formel 4, = 
=4ud+4, w =0,1,2,... und d eine natiirliche Zahl, so erhalt man 
uw=O0 (Vo ), also Dp, < C Vo. Bei dieser Wahl zeigt, wie leicht zu sehen ist, 
die durch den Streckenkomplex definierte gebrochene Funktion w = w (z) 
das am Beispiel d = 1 festgestellte Wertverteilungsverhalten: 


l 
6 (co) =1,8(0)=1 und s= =). 
®) l. c. *b) und 24), 
10) Vel. auch E. ULLRIcH 1b), 
11) Der Ubergang von den Grundpunkten w = 0, —+, co zu beliebigen Grund- 


punkten w = a, b, c ist wegen der Invarianzeigenschaft von T (r, w) bei linearen Trans- 
formationen w + L (w) erlaubt. 
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Setzt man dagegen 1, = get? 4 =0,1,2,..., so findet man Dy,<c¢ 0. 
Die durch den Streckenkomplex definierte Flache ist vom parabolischen 
Typus, so daB in der Erzeugenden dieser Flache wieder eine gebrochene 
Funktion vorliegt. Wegen D;),< co kann man aber nicht mehr wie eben 
auf die Giltigkeit. der Verzerrungsformel schlieBen und kann damit auch 
nicht die Anzahlfunktionen auf dem angegebenen Wege bestimmen. 

E. ULLRICH zeigte unter Ausniitzung der beiden Hauptsitze der Wert- 
verteilungslehre, wie man bei hinreichend langsamem Anwachsen der mono- 
tonen Folge A, auf # (0) = 1 schlieBen kann!*). Die Bemerkungen dieses 
Abschnittes zeigen, daB die Forderung ,,hinreichend langsam“ sicher er- 
Ay 
9 


fillt ist, wenn die Folge der Blattzahlen von der Form 2 wd + 2 ist. 


Nach dem Verhalten der schlichten differentialgeometrischen Abbil- 
dungen von %, in ein Gebiet der €-Ebene scheint es nicht unwahrscheinlich 
zu sein, daB bei stark anwachsendem A, eine Wachstumserhéhung eintreten 
kann 


12) 1. c.1b) besonders § 8 Héchstwert des Index. 


( Bingegangen am 25. Mai 1949.) 
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Schlufweisen-Kalkiile der Pradikatenlogik. 
Von 


Kurr Scutrre in Gottingen. 


Einleitung. 

§ 1. Der aufbauende Kalkil K,. 

§ 2. Elimination der Schnitte in K,. 

§ 3. Erweiterungen von K, durch Axiome ohne Quantoren. 
§ 4. Der Umsetzungs-Kalkil K,. 

§ 5. Unabhangigkeit der Umsetzungsschemata. 

§ 6. Die Normaiform einer Herleitung in K,,. 

§ 7. Der intuitionistische Kalkil K,j. 

§ 8. Elimination der Schnitte in Kz. 


Einleitung. 


G. GENTZEN hat in seinen ,,Untersuchungen iiber das logische SchlieBen‘*1) 
festgestellt, daB die logischen Satze in gewissem Sinne umweglos hergeleitet 
werden kénnen. Er hat zu diesem Zweck einen Kalkiil mit Sequenzen ent- 
wickelt, in dem die von ihm als ,,Schnitte‘* bezeichneten SchluBfiguren eli- 
miniert werden kénnen. Der Sequenzenkalkil zeichnet sich durch eine klare 
und konsequente Systematik aus, ist aber von einer héheren Struktur als 
die sonst iiblichen logischen Kalkiile. Es findet namlich itiber der Formali- 
sierung der Logik mittels der logischen Grundsymbole noch eine weitere 
Formalisierung durch Sequenzen statt, indem die logischen Formeln durch 
Kommata und durch das Sequenzenzeichen zu héheren Figuren zusammen- 
gesetzt. werden. 

Es soll hier die Gentzensche Entdeckung von der Eliminierbarkeit der 
Schnitte auch fiir die einfache Formalisierung der Logik nutzbar gemacht 
werden. Die im Sequenzenkalkiil herstellbare Normalform einer Herleitung, 
in welcher die einmal eingefihrten logischen Zeichen nicht wieder verschwin- 
den, ist allerdings ohne Sequenzen nicht zu erreichen. Zu den logischen 
Verknipfungsschliissen treten ja im Sequenzenkalkiil noch Strukturschlisse. 
Will man ohne Sequenzen auskommen, so mu8 man diese Strukturschlisse 
durch gewisse umformende Schliisse ersetzen. Durch diese kénnen aber 
in einer Herleitung vorher eingefihrte logische Zeichen nachtraglich wieder 
fortfallen. Die Logik l4Bt sich aber auch ohne Sequenzen auf der Grundlage 
von zwei SchluBweisen entwickeln, welche den Strukturschliissen und den 
logischen Verknipfungsschliissen entsprechen. Es sind dies: 

1. umformende Schliisse, bei denen Ober- und Unterformeln logisch aqui- 
valent?) sind, 








1) Math. Z. 89 (1934). 

2) D. h. Ober- und Unterformeln sollen nicht nur deduktionsgleich sein, indem jede 
aus der anderen hergeleitet werden kann, sondern es soll auch die logische Formel giiltig 
sein, welche die Aquivalenz der Ober- und Unterformel ausdriickt. 
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2. aufbauende Schliisse, bei denen diese Aquivalenz nicht besteht und die 
Oberformeln echte Teile der Unterformeln sind. 

Hierzu miissen die Schnitte, welche ja nicht unter diese beiden SchluB- 
weisen fallen, eliminiert werden. Kalkiile, in denen jede Herleitung allein 
mit umformenden und aufbauenden Schliissen gefiihrt werden kann, méchte 
ich als ,,genetisch‘‘ bezeichnen. Man gewinnt sie, indem man die logischen 
Grundformeln auf ein Minimum méglichst einfacher Formeln beschrankt, 
die logischen GesetzmaBigkeiten also méglichst nicht in Grundformeln fest- 
legt, sondern hauptsiachlich durch geeignete SchluBschemata zur Geltung 
bringt. 

Fir die vollstdindige Prddikatenlogik werden im folgenden zwei geneti- 
sche Kalkile K,, K, angegeben. Im Kalki K, ist ahnlich wie im Sequenzen- 
kalkiil das Hauptgewicht auf die aufbauenden Schliisse gelegt, wahrend die 
umformenden Schliisse méglichst einfach gehalten sind. In diesem Kalki 
ist die Eliminierbarkeit der Schnitte am leichtesten zu beweisen. Der Kalkiil 
K, enthalt dagegen médglichst starke umformende Schliisse in Form von 
,»,Umsetzungen, wodurch die aufbauenden Schliisse weitgehendst einge- 
schrankt werden kénnen. Die Herleitungen erhalten dadurch eine einfache 
Normalform, und die Herleitbarkeit einer Formel kann im wesentlichen 
mittels Umsetzungen untersucht werden. 

Erweiterungen der Kalkile K,, K, durch Aziome, welche keine Quan- 
toren enthalten, kénnen durch geeignete Fassung des Axiomensystems stets 
so gestaltet werden, daB die Schnitte eliminierbar bleiben, woraus ohne wei- 
teres die Widerspruchsfreiheit folgt. 

Ky, ist ein in der Art von K, entwickelter Kalkil der intuitionistischen 
Pridikatenlogik. Nach den Grundsi&tzen von K, laBt sich ebenfalls ein 
intuitionistischer Kalki] aufbauen. Er besitzt aber nicht die einfachen 
SchluBweisen und Normalherleitungen wie K,, weshalb von dessen Dar- 
stellung hier abgesehen ist. 


§ 1. Der aufbauende Kalkiil K,. 


Die Grundzeichen des Kalkils K,, der die vollstandige Pradikatenlogik 
genetisch darstellt, sind 


1. kleine lateinische Buchstaben a,b,c,... fir freie Dingvariablen, 
z,.y, z,... fir gebundene Dingvariablen, 
2. groBe lateinische Buchstaben A, B,C,... fiir Formelvariablen (mit 


und ohne Argumentstellen), 

3. die logischen Symbole vy, ~, (Z.). 

AuBerdem kénnen auch Zeichen fir bestimmte Dinge, Funktionen, Pra- 
dikate und variable Funktionen auftreten. 

»» Terme’ werden rekursiv erklart als 

1. die freien Dingvariablen und Zeichen fir bestimmte Dinge, 

2. die Zeichen fiir bestimmte und variable Funktionen, deren Argument- 
stellen durch Terme ausgefillt sind. 

»»Primformeln* sind die Formelvariablen und Zeichen fir bestimmte Pra- 
dikate, deren Argumentstellen durch Terme ausgefillt sind. 

Der Begriff ,,Formel‘* wird folgendermaBen definiert: 

1. Jede Primformel ist eine Formel. 
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2. Sind &,B Formeln, so ist auch MV eine Formel (die Disjunktion 
»U oder B’’). 

3. Ist M eine Formel, so auch Y (die Negation ,,nicht XY’). 

4. Ist U (a) eine Formel, welche die gebundene Dingvariable z nicht ent- 
halt, so ist auch (Z x) H(z) eine Formel (die Ezistenzformel ,,Es gibt ein x 
mit W(2)’’). 

Als Mitteilungszeichen fiir Formeln dienen groBe deutsche Buchstaben, 
als Mitteilungszeichen fiir Terme kleine deutsche Buchstaben. 

Mittels ,,Grundformeln* und ,,SchluBschematen“ werden ,,Herleitungen“ 
aufgebaut. Das sind stammbaumférmige Figuren von Formeln in folgender 
Anordnung: 

1. An den obersten Stellen der Figur stehen nur Grundformeln. 

2. Der Zusammenhang zwischen iibereinanderstehenden Formeln ist 
der eines SchluBschemas. 

3. An der untersten Stelle steht die Formel, welche durch die Figur als 
hergeleitet gilt. 

Grundformeln von K, sind nur 


BVE 
mit Primformeln §. 
Die SchluBschemata gliedern sich in 
I. Umformende SchluBschemata: 


MVAVBVR AUVAVR 


é Ik 
o RVBVAVR ) WV R 
(Vertauschungen) (Zusammenziehungen) 
II. Aufbauende SchluBschemata: 
,__® b) YVR BvR AVR 
a ——— Cc) = 
AV R AVBVM YVR 
(Abschwachungen) (Kompositionsschliisse) (Negationsschliisse) 
A(t) VMN Wa) VN 
- ) ————_—— it Variablenbeding 
d) Ez) Way VR é Gn Mia) VR (mit Variablenbedingung) 


(Quantorenschliisse) 


III. Schnittschema: 

MVvVA AVM 
My RN 

Mehrfache Disjunktionen kénnen wir uns zunachst als nach rechts ge- 
klammert vorstellen, so daB z.B.MV AV BV RN die Formel M V (WV (BV N)) 
bedeutet. Auf Grund der Vertauschungsschliisse besteht aber Assoziativitat, 
so daB die Klammern iiberfliissig werden. 

Die mit M, NR bezeichneten Formeln sind die ,,Nebenglieder”, die ibrigen 
die ,,Hauptglieder” der betreffenden Schliisse. Die Nebenglieder kénnen 
teilweise auch fehlen*). Das Hauptglied & eines Schnittes ist das ,,Schnitt- 
glied’’. 

3) Nur die Abschwachungen miissen Nebenglieder enthalten, weil sonst keine Ober- 
formeln vorhanden waren. Im iibrigen sollen alle SchluSschemata auch die Fille mit 
fehlenden Nebengliedern umfassen. Wiirden bei einem Schnitt keine Nebenglieder auf- 
treten, so ware die Unterformel leer. Dieser Fall scheidet aber auf Grund der Wider- 
spruchsfreiheit des Kalkiils aus. 
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Die Variablenbedingung fiir Ile besagt, daB die freie Dingvariable a in 
der Unterformel nicht vorkommen darf. 

Die Vollsténdigkeit des Kalkiils K, ist leicht festzustellen. Zunichst 
kann mittels der aufbauenden Schlu8schemata aus Grundformeln $V 
successive jede Formel & V & hergeleitet werden. Ferner kénnen die weiteren 
logischen Verkniipfungen explizit definiert werden durch 


A+ B= AV, 
A&K&B=HAV SH, 
(x) U(x) = (EF x) W (2). 


Hiernach sind alle Grundformeln, die sonst fiir die Pradikatenlogik ange- 
geben werden, leicht herleitbar. 

Das Schema IId stellt eine Quantoren-Abschwachung dar. Es kann 
ebenso wie die Schemata Ila und III nicht umgekehrt wérden. Umkehrbar 
sind dagegen auBer den umformenden SchluBschematen auch die auf- 
bauenden SchluBschemata IIb, c, e. 

Liegt namlich eine Herleitung vor fiir eine Forme] 

AVBvVMN, 

so kénnen wir das Formelglied & Vv B in der Herleitung nach oben verfolgen 
und den stammbaumférmig angeordneten ,,Formelbund’”*) der Glieder 
%V% aufsuchen, welche in der Herleitung diesem Glied der Endforme] 
, zugehérig’* sind. Dazu rechnen wir mit den betreffenden Gliedern der Unter- 
formel eines Schlusses immer auch die entsprechenden Glieder der Ober- 
formeln. Gabelungen treten ein bei Nebengliedern von Kompositionsschliissen 
und bei Hauptgliedern von Zusammenziehungen. Man ersieht aus der Be- 
trachtung der SchluBschemata, daB die Glieder des hier betrachteten Forme]- 
bundes aufbauenden Schliissen und Schnitten nur in Nebengliedern ange- 
héren. Oberste Glieder des Formelbundes sind entweder Hauptglieder in 
den Unterformeln von Kompositionsschlissen oder Bestandteile der Haupt- 
glieder von Abschwachungen. In Grundformeln kénnen sie ja nicht auf- 
treten, da diese keine negierten Negationen enthalten. Ersetzen wir nun 
alle Glieder des Formelbundes durch &, so bleibt der Herleitungszusammen- 
hang gewahrt, wobei die den Formelbund nach oben abschlieBenden Kom- 
positionsschlisse mit den rechten Oberformeln samt deren Herleitungen fort- 
fallen. In dieser Weise gewinnen wir aus der Herleitung von UV BV R eine 
Herleitung von WV N, und zwar allein mittels Ersetzungen von &\V $B durch 
4% und mittels Streichungen von Herleitungsteilen. Ebenso ist eine Her- 
leitung von BV ® zu erhalten. 

Entsprechend kann aus einer Herleitung von 

AVR baw. (Hx) A(z) VM 
eine Herleitung von 


WYN bzw. WY (a) V R 


*) Den entsprechenden Begriff hat GenTzEN verwendet in seiner Arbeit: Neue Fassung 
des Widerspruchsfreiheitsbeweises fiir die reine Zahlentheorie. Forschungen zur Logik 
und zur Grundlegung der exakten Wissenschaften, Heft 4, 1938. 
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gebildet werden, weil ja auch die Glieder W und (EB x) U(x) nicht in Grund- 
formeln auftreten. Hierbei sind auch nur Ersetzungen von Y bzw. (E zx) 
W (x) durch A bzw. A(a) sowie Streichungen von Schliissen Ile bzw. Ile 
vorzunehmen. Bei den Ersetzungen von (E x) U(x) durch Y (a) ist darauf 
zu achten, daB die Ile-Schliisse, welche hierdurch beseitigt werden, in den 
Oberformeln sémtlich das Hauptglied W (a) mit der gleichen freien Ding- 
variablen a besitzen. Das kann aber auf Grund der hier bestehenden Va- 
riablenbedingung immer durch Umbenennungen der Variablen in den be- 
treffenden Herleitungsteilen erreicht werden, ohne daB sich dadurch an der 
Herleitung sonst etwas dndert. 

Die Schliisse IIb, c, e sind also in der Weise umkehrbar, daB aus Her- 
leitungen von Formeln, welche die Gestalt der betreffenden Unterformeln 
besitzen, durch gewisse Kirzungen Herleitungen fiir die entsprechenden 
Oberformeln zu gewinnen sind. 


§ 2. Elimination der Schnitte in K,. 
Um den genetischen Charakter des Kalkiils K, (d. h. die Entbehrlichkeit 


der Schnitte) zu beweisen, nehmen wir an, es sei eine Herleitung gegeben, 
die einen obersten Schnitt 


RVS Svt 
(2) “RV 
(iiber dem in der Herleitung keine weiteren Schnitte stehen) enthalt. Die 
Herleitung wird dann in Fallunterscheidungen schrittweise so umgeformt, 
da8B der Schnitt (2) in der Herleitung nach oben riickt oder verschwindet 
bzw. durch einfachere Schnitte ersetzt wird. 
I, Fall. Das Schnittglied G sei eine Primformel. 


Ia) In dem Herleitungsteil oberhalb der rechten Oberformel mége kein 
aufbauender SchluB auftreten. 

Dann ist =\ GS eine Grundformel, da sich an Grundformeln auBer auf- 
bauenden Schliissen und Schnitten nur eine Vertauschung anschlieBen 
kann. Folglich stimmen © und & iiberein. Der Schnitt (2) kann nun mit 
dem Herleitungsteil der rechten Oberformel gestrichen werden, weil die 
Unterformel mit der linken Oberforme] iibereinstimmt. 

Ib) Oberhalb der rechten Oberformel mége mindestens ein aufbauender 
SchluB auftreten. 

Die Glieder des Formelbundes von © kénnen (da © prim ist) den auf- 
bauenden Schliissen nur in Nebengliedern und in Hauptgliedern von Ab- 
schwaichungen angehéren. 

Ib 1) Ist der letzte aufbauende Schlu8 oberhalb S V Teine Abschwachung, 
so hat der Herleitungsteil die Form 

N " 
(Abschwachung) 
AVR Oy it 
Svz (umformende Schliisse) . 


Wir streichen hier & und alle darunterstehenden entsprechenden Glieder, 
wobei unter Umstinden Zusammenziehungen fortfallen oder verkirzte 


4* 
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Hauptglieder erhalten. Dadurch geht Sv entweder in Gy T* oder in 
=* tiber, wo T* eine (echte oder unechte) Teildisjunktion von TF ist 5). 


Im ersten Fall ersetzen wir den Herleitungsteil mit dem Schnitt durch 


RvS & : 3 (umformende Schliisse) 
RV (Schnitt) 
R - z (evtl. Abschwaichung mit Vertauschungen) , 


im zweiten Fall durch 
N Te 
z+ (umformende Schliisse) 

Ry (Abschwachung evtl. mit Vertauschungen) . 


Hierdurch riickt der Schnitt entweder iiber die Abschwachung nach oben, 
oder er fallt mit seinem linken Herleitungsteil ganz fort. 

I b 2) Ist der letzte aufbauende SchluB oberhalb S V E keine Abschwachung, 
so hat der Herleitungsteil (sofern der aufbauende SchluB nur eine Oberforme] 
besitzt) die Form 


4, VX (aufbauender Schlu8 mit Hauptgliedern %,, %,) 
AVM SE 
Sg (umformende Schliisse) , 


wobei die zu S zugehérigen Glieder nur in N auftreten. Durch Zusammen- 
ziehungen und Vertauschungen kénnen wir aus A, V N eine Formel S v A, V M 
gewinnen, in der M kein Disjunktionsglied G enthalt. Wir ersetzen dann 
den Herleitungsteil mit dem Schnitt durch 


UVR 
SvVAVM 
VA,vm 
VU VM 
RV Ft 


(umformende Schliisse) 

(Schnitt) 

(aufbauender Schlu8 mit Vertauschungen) 

(evtl. umformende Schliisse mit Abschwachung) . 


3S 2 © 


Hat der aufbauende Schlu8 zwei Oberformeln (KompositionsschluB), so ist 
der Schnitt entsprechend in der Ersatzfigur doppelt aufzunehmen. In jedem 
Fall riickt der Schnitt tiber den aufbauenden Schlu8 nach oben. 

II. Fall. Das Schnittglied © sei keine Primformel. 

Ila) Ist GS von der Form AY B, so laBt sich, wie wir gesehen haben, 
die Herleitung der rechten Oberformel Y V 8 V TF umwandeln in Herleitungen 
von AV TX und BVT. Diese sind ebenso wie der urspriingliche Herleitungs- 
teil schnittfrei. Wir ersetzen den Schnitt 





ave ve ~ VS VE (Schnitt mit Schnittglied MV B) 


durch 


5) $* entsteht aus T durch Streichungen einzelner Disjunktionsglieder oder stimmt 
mit & iberein. 
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RVAVS Bve 


RVUAVT (Schnitt mit Schnittglied B) 
RVIVA Ave (Vertauschungen) 
i =. (Schnitt mit Schnittglied %) 
R V By v > : 
RYT (umformende Schliisse) 


IIb) Ist S von der Form Y, so bilden wir aus der Herleitung von AVI 
eine Herleitung von & VT und ersetzen den Schnitt 


A. J y ; ¥s (Schnitt mit Schnittglied M) 
durch 
AVE RvwF 
TVU AVR 
TVR 
RVI 
IIc) Ist schlieBlich G von der Form (£ x) U(x), so kénnen wir aus der 
Herleitung von (EZ x) U(x) VT eine Herleitung von U (a) VT) und hieraus 
Herleitungen von Y (t) VE fiir beliebige Terme t bilden, indem wir a iiberall 
durch t ersetzen. Wir betrachten dann den Formelbund der zu (£ x) U(z) 
zugehérigen Glieder oberhalb der linken Oberformel RY (Z x) U(x). Die 
obersten Glieder desselben stehen entweder als Hauptglieder von II d-Schliissen 
in Unterformeln 


(Vertauschungen) 
(Schnitt mit Schnittglied M) 
(Vertauschung) 


(EZ x) A(x) VMN; 
mit den Oberformeln 
W(t) VN, 
oder in Hauptgliedern von Abschwachungen; wahrend alle ibrigen Glieder 
des Formelbundes den aufbauenden Schliissen nur in Nebengliedern ange- 
héren. Wir ersetzen einen jeden solchen II1d-Schlu8 durch 
A (t;) V N; 


¥ (Vertauschung) 
Ri \ =e W(t) VX (Schnitt mit Schnittglied U(t;)) 
My ia (Vertauschung) . 
+ v 


Werden weiterhin alle Glieder des Formelbundes durch & ersetzt, so bleibt 
der Herleitungszusammenhang gewahrt, und die linke Oberformel des 
Schnittes (2) geht tiber in R VX, wodurch dieser Schnitt tiberflissig wird. 

In den Fallen IIa) bis IIc) ist der Schnitt (2) beseitigt. Die dabei neu 
hinzugetretenen Schnitte haben ausnahmslos Schnittglieder, welche weniger 
logische Zeichen als das urspriingliche Schnittglied © enthalten. In den 
Fallen I ist dagegen der Schnitt (2) entweder beseitigt oder iber aufbauende 
Schliisse nach oben hinweggezogen worden, ohne da neue Schnitte hinzu- 
getreten sind. 

Man erkennt, daB das angegebene Ersetzungsverfahren immer eine ge- 
wisse Reduktion der Schnitte herbeifiihrt, welche nach fortgesetzter Wieder- 
holung schlieBlich zur Beseitigung aller Schnitte fihrt. Folglich ist jede 
unter Verwendung von Schnitten hergeleitete Formel auch ohne Schnitte 
herleitbar. 


6) Dabei soll die freie Variable a so gewahlt sein, daf sie in (E x) U(x) VX nicht 
vorkommt. 
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§ 3. Erweiterungen von K, durch Axiome ohne Quantoren. 


Bei der Eliminierbarkeit der Schnitté andelt es sich nicht um eine Her- 
leitbarkeit des Schnittschemas aus den iibrigen SchluBschematen und Grund- 
formeln des Kalkils. Die Eliminierbarkeit ist vielmehr wesentlich an den 
betreffenden Kalkiil, fiir den sie nachgewiesen ist, gebunden und kann bei 
Erweiterungen des Kalkiils hinfallig werden. Solche Erweiterungen finden 
statt, wenn eine bestimmte Theorie auf pradikatenlogischer Grundlage 
axiomatisch festgelegt wird. Es treten dann zu den logischen Grundformeln 
noch gewisse Aziome, welche sich auf bestimmte Prddikate und bestimmte 
Dinge beziehen, als weitere Grundformeln hinzu. Soll nun der genetische 
Charakter unseres Kalkiils K, eine tiber die engere formale Logik hinaus- 
gehende Bedeutung haben, so kommt es darauf an, daB er bei der Hin- 
zunahme von Axiomen erhalten bleibt bzw. wieder hergestellt werden kann. 

Fir Aziomensysteme, welche ohne Quantoren darstellbar sind, ist dies 
tatsichlich der Fall. Dazu mu8 das Axiomensystem nur in einer bestimmten 
Form gefaBt werden. 

Zunichst beschranken wir die Axiome auf Disjunktionen aus Primformeln 
und einfach negierten Primformeln. Wir wollen sie als ,, Primdrformeln*: be- 
zeichnen. Die genaue Definition lautet: 

1. Jede Primformel ist eine Primarformel. 

2. Ist ® eine Primformel, so ist ® eine Primarformel. 

3. Sind $, O& Primarformeln, so ist auch $V O eine Primarformel. 

Durch die Beschrinkung auf Primarformeln ist das Axiomensystem 
nicht eingeengt. Man kann ja unter. Hinzunahme des Konjunktionszeichens 
jede Formel, die axiomatisch eingefiihrt werden soll, in konjunktiver Normal- 
form entwickeln. Die einzelnen Glieder dieser Normalform sind Primiar- 
formeln. Nimmt man dieseals Axiome auf, soist die verlangte Formel herleitbar. 

Ferner haben wir noch folgende Forderungen an das Axiomensystem 
zu stellen: 

1. Ist Wein Axiom, so auch jede Forme! Y*, welche durch Vertauschungen 
und Zusammenziehungen aus Y entsteht. 

2. Sind MV A und AVM Axiome, so ist auch MVR ein Axiom. 

Die 2. Bedingung soll auch die Falle mit fehlendem MM oder N umfassen. 
Der Fall, daB I und N zugleich fehlen, scheidet bei widerspruchsfreien 
Axiomensystemen aus. Ein System, das den beiden angegebenen Bedingungen 
geniigt, das also gegeniiber umformenden Schliissen und gegeniiber Schnitten 
abgeschlossen ist, wollen wir kurz als ,,abgeschlossen** bezeichnen. 

Offenbar laBt sich jedes gegebene Axiomensystem zur Abgeschlossenheit 
erginzén, ohne daB hierdurch eine Erweiterung des Formalismus stattfindet. 
Es werden ja nur Formeln, die ohnehin herleitbar sind, als Axiome aufge- 
nommen. Wir brauchen diese Formeln aber als Axiome, damit die Her- 
leitungen ohne Schnitte durchgefihrt werden kénnen. Dabei lassen wir auch 
Systeme von unendlich vielen Axiomen zu, wenn sie nur in entscheidbarer 
Weise eindeutig definiert sind. In einem abgeschlossenen Axiomensystem 
sind natiirlich die einzelnen Axiome im allgemeinen nicht voneinander un- 
abhangig. 

Erweitern wir nun K, durch ein abgeschlossenes Axiomensystem von 
Primarformeln, so kann die Eliminierbarkeit der Schnitte im wesentlichen 
wie vorher bewiesen werden. Es ist nur folgendes zu erganzen. 
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Ist das Schnittglied G des betrachteten Schnittes (2) eine Primformel, 
und treten iiber einer der beiden Oberformeln aufbauende Schliisse auf, so 
vertauschen wir einen letzten aufbauenden Schlu8B mit dem Schnitt, wie 
dies in § 2 angegeben ist, und zwar auch dann, wenn nur iber der linken 
Oberformel ein aufbauender SchluB steht. Es kann ja iiber der linken Ober- 
formel ebenso wie iiber der rechten verfahren werden. 

Tritt dagegen iiber keiner der beiden Oberformeln ein aufbauender 
SchluB auf, so ist entweder eine Oberformel (bis auf eine Vertauschung) 
eine logische Grundformel] und der Schnitt wird entbehrlich (da dann die 
Unterformel mit der anderen Oberforme! iibereinstimmt), oder beide Ober- 
formeln gehen durch umformende Schliisse aus Axiomen hervor. Auf Grund 
der Abgeschlossenheit des Axiomensystems sind dann diese Oberformeln 
RV S, SVT selbst Axiome, und es ist auch die Unterformel R VF ein Axiom. 
Der Schnitt kann also auch in diesem Falle fortfallen. 

Im iibrigen bleibt das Ersetzungsverfahren des § 2 unverandert bestehen. 

Der Kalkil K, behalt also bei Erweiterungen durch, abgeschlossene 
Axiomensysteme von Primiarformeln seinen genetischen Charakter. 


§ 4. Der Umsetzungs- Kalkiil K,. 

Nachdem die Eliminierbarkeit der Schnitte fir K, nachgewiesen ist, 
braucht der entsprechende Beweis fiir einen anderen logischen Kalki nicht 
mehr gefiihrt zu werden, wenn dieser folgende Eigenschaften besitzt: 

1. Der Kalkiil geht nicht tiber die Pradikatenlogik hinaus und enthalt 
nur umformende und aufbauende SchluBweisen. 

2. In dem Kalkiil sind die Grundformeln, umformenden und aufbauenden 
Schliisse von K, enthalten oder herleitbar. 

Ein solcher Kalkiil ist ja zugleich mit den Erweiterungen, in denen K, 
genetisch bleibt, mit K, aquivalent und braucht in diesen Grenzen das 
Schnittschema nicht zu enthalten. 

Von dieser Art ist der folgende Kalkiil K,. 

Seine logischen Grundzeichen sind die Zeichen fir die 


Disjunktion AVS (,.H% oder B**), 

Konjunktion Y&B (,,W und B**), 

Negation Y (,,nicht A‘), 

Existenzformel (Ex) U(x) (,,Es gibt ein x mit A(zx)*), 
Allformel (x) U(x) (,,Fiir alle x gilt U(zx)**). 


Die sonstige Symbolik ist die von K,. Die Begriffe ,, Term, ,, Primformel* 
und ,,Formel** sind den hier verwendeten logischen Grundzeichen ent- 
sprechend zu verstehen. 

Herleitungen werden gebildet aus Grundformeln, Umsetzungsschematen 
und SchluBschematen. Die Umsetzungsschemata haben die Form 


A= 
und bedeuten, da& jeder Ausdruck der Form Y, welcher als Bestandteil 


einer Formel auftritt, in der Formel durch den entsprechenden Ausdruck 8 
ersetzt werden darf, und da& ebenso 8 durch & ersetzbar ist. Hierbei 
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brauchen &, 8 keine Formeln zu sein, sondern kénnen auch Ausdriicke sein, 
welche aus Formeln entstehen, wenn darin freie Dingvariablen durch ge- 
bundene ersetzt werden, ohne daB hierzu die bindenden Quantoren (Exi- 
stenz- oder Allzeichen) innerhalb Y, 8 auftreten. Jede Formel geht durch 
derartige Umsetzungen wieder in eine Forme] iiber. Die Umsetzungs- 
schemata nehmen hier die Rolle der umformenden SchluBschemata von K, 
ein, sind jedoch viel starker, so daB dadurch die aufbauenden SchluBschemata 
(hier kurz als ,,SchluBschemata‘: bezeichnet) beschrankt werden kénnen. 

Die einzelnen Schemata von K, sind: 

I. Grundformelschema: % \V % (mit Primformeln §). 


II. Umsetzungsschemata: 


] AVA = A Idempotenz 

2. AVSV=BvwA Kommutativitat 

3 AvV(BvCE)=(AvB)ve Assoziativitat 

4 (Wk BV E= (Av C) & (BV C) Distributivitat 

5. AVS=AKB Und-Oder-Umwandlung 

6. Y = | Doppelte Negation 

7. (Ex) (A(z) VB) =(Lx) A(z) vB Quantoren-Assoziativitat 

8. (x) (A(x) VB] = (x) A(z) vB Quantoren-Distributivitat 

9. (BE x) W (2) (x) T x) Quantoren-Umwandlung. 
III. SchluBschemata: 

w a4 W (t) U (a) 

7 YVB ») eR ©) (Bx) U(x) Q) a) H(z) 

Disjunktionssch]. Konjunktionsschl. Existenzschl. Allschlu8 


(mit Variablenbedingung) 

Bei den Umsetzungsschematen 7 und 8 soll 8 die gebundene Variable x 
nicht enthalten. 

Die hier angegebenen (aufbauenden) SchluBschemata sind die einfachsten 
und wenigsten, die ein genetischer Kalkiil tiberhaupt enthalten kann. Es 
mu ja an aussagenlogischen SchluBschematen mindestens eine Abschwa- 
chung und ein Schema mit zwei Oberformeln vorhanden sein. Ferner miissen 
die Quantorenschliisse mindestens in einer abschwichenden Form und in 
einer Form mit Variablenbedingung auftreten. Die Grundverkniipfungen 
»,Oder*‘, ,,Und*, ,,Es gibt** und .,Alle“* geben diese SchluBweisen am ange- 
messensten wieder; und es kommt ja auch im Sprachgebrauch diesen Be- 
ziehungen nicht umsonst eine vorherrschende Bedeutung zu. Eine andere 
Rolle spielt hier die Negation. Wir brauchen sie im Grundformelschema 
(dem ,,Satz vom ausgeschlussenen Dritten‘‘) und in den Umsetzungssche- 
maten, wo sie die Umwandlungen zwischen ,,Und“ und ,,Oder‘‘ und zwischen 
»Alle‘* und ,,Es gibt‘* vermittelt. 

Mit Hilfe der Umsetzungsschemata 5, 6, 9 sind aus den iibrigen Um- 
setzungsschematen folgende herleitbar: 


1°. A&A = 5*. WEV=AVB 
wil AKB= Bs wy 7*, (x) (U(x) &B] = (x) A(z) &B 
3*. Ak (BKC =(AKB/&C 8*. (Ex) (U(x) &B) = (Lx) A(z) &B 


4*, (AVB)&E=(A& CE) Vv (B & C) 9*, (x) W(x) = (E x) W (x). 
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Von diesen ist jedes mit dem entsprechenden Umsetzungsschema gleicher 
Nummer 4quivalent und kann auch an dessen Stelle gesetzt werden. 

Die Herleitbarkeit von K, aus K, ist folgendermaBen einzusehen. Die 
Grundformeln und Abschwiichungen von K, treten auch in K, auf. Die wm- 
formenden Schliisse und Negationsschliisse von K, sind in K, herleitbar auf 
Grund der Assoziativitat, Kommutativitat, Idempotenz und des Schemas 
der doppelten Negation. Die ibrigen aufbauenden SchluBschemata von K, 
kénnen in K, folgendermaBen hergeleitet werden: 

ITb) Aus Av R, BVM folgt durch einen KonjunktionsschluB (UV N) & 
& (8 VMN), auf Grund der Distributivitat (Y & B)yvN und durch Und-Oder- 
Umwandlung AV BV R. 

IId) Aus A(t) VR folgt durch einen ExistenzschluB (£ x) (A(x) VN) 
und auf Grund der Quantoren-Assoziativitat (EZ x) U(x) VN. 

Ile) Aus &(a) VN folgt durch einen AllschluB (x) (W(x) V NJ, auf Grund 
der Quantoren-Distributivitat (x) U(x) VN und durch Quantoren-Um- 
wandlung (# x) A(x) v N. 

Ferner sind die expliziten Definitionen von K, 





=_ 


A&B AVB, (x) W(x) = (Lx) A(z) 
als Umsetzungen in K, vorhanden. 
Damit ist die Aquivalenz von K, mit K, nachgewiesen. 


§ 5. Unabhingigkeit der Umsetzungsschemata. 

Die Umsetzungsschemata von K, sind alle voneinander (und von den 
Grundformeln und SchluBschematen) unabhdngig, wie sich mittels der Me- 
thode der Wertung’) nachweisen laBt. 

Fiir die Unabhangigkeitsbeweise der Umsetzungsschemata 1, 5, 6, 9 
geniigen zweifache Wertungen mit den Werten « (,,richtig‘*) und £ (,,falsch*‘) 
und zwar folgende: 

1) AVB=a, A&B=a, A gleichwertig mit Y, 

“, wenn es ein x mit A(x) = « gibt, 


(Z x) U(x) = 


B sonst, 
f «, wenn W(x) = « fiir alle a, 
| fp sonst. 


Hierbei ist die Idempotenz nicht erfillt, da BY B = « ist. 


(x) U(x) = 


a, wenn UW =a oder BS = au, 
B sonst, 
A&B= a, A ungleichwertig mit Y, 


Quantorenwertung wie vorher. 


5) aVvB =| 


Hiernach ist «Va= ff, «&a =a, was gegen die Und-Oder-Umwandlung 
verstoBt. 


7) Vgl. hierzu Hitpert-Bernays, Grundlagen der Mathematik, Bd. 1, S.72—82. 
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a, wenn a oder 8 om. 
6) AVB | 
| B sonst, 
f a, wenn A=a« und S$ = a4, 
A&B 
B sonst, 


w a, Quantorenwertung wie vorher. 


Das Schema der doppelten Negation ist nicht erfillt; denn es ist B = «. 


9) AVS, A&B wie unter 6), 
w ungleichwertig mit Y, 
(E x) U(x) a, (x) U(x) . 


Daraus folgt (2 x) M (zx) B, (x) H (x) “a, Was gegen die Quantoren- 
Umwandlung verst6Bt. 

Bei allen diesen Wertungen erhalten die Grundformeln stets den Wert 
“x, und es sind mit Hilfe der SchluBschemata nur Formeln vom Wert « her- 
leitbar. Bis auf die jeweils angegebenen Ausnahmen sind die Umsetzungs- 
schemata in der Weise erfillt, daB auf beiden Seiten immer gleichwertige 
Formeln stehen. 

Um die Unabhangigkeit der Umsetzungsschemata 2, 7, 8 nachzuweisen, 
sind dreifache Wertungen erforderlich. Wir verwenden zwei ausgezeichnete 
Werte «, 8 und einen weiteren Wert y. Die einzelnen Wertungen sind: 


2) B B 
UVB \a Pp; MEB la py “| ¥ 
ie 4 a a a * a ie 4 Y a ) 
w | p a p B w | p BB y B B 
| a, wenn UA (zx) « fir alle z, 
(E x) U(x) (ax) W(x) y, wenn W(z) y fiir alle z, 


Y> 
| B sonst. 


Hier ist die Kommutativitdt durchbrochen bei BY y = B. y V B = y. 





/ 
7) B B 
UVB lias y WEB la py “| ¥ 
a a a @ om a p y a y 
u/ B a p B w | 3 BBY B B 
| } a py | 7 yyy y a 


(E x) U(x) { 8, wenn es ein x mit A(x) + y gibt, 
\f4 2 x 


| Y sonst, 


{ «, wenn W(x) =a fir alle z, 
(x) U(x) = 

| B sonst. 

Daraus folgt (Z x) (U(x) V «] B, (2 x) U(x) V a = a, was gegen die Quan- 
toren-Assoziativitdt verstoBt. 
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8) AV B, A&B, W wie unter 7), 


a, wenn es ein x mit U(x) = « gibt, 


E — 
(EZ x) U(x) Senet, 
(2) W(x) = f B, wenn U(x) + y fir alle z, 
| y sonst. 


Die Quantoren-Distributivitdt ist nicht erfillt wegen (x) (U(x) Va] = B, 
(x) A(x) Va=—«. 

Bei den letzten drei Wertungen sind immer nur Formeln mit den aus- 
gezeichneten Werten «, 8 herleitbar. Die Umsetzungsschemata sind bis auf 
die angegebenen Ausnahmen erfiillt. 

Die Unabhangigkeitsnachweise fiir die Assoziativitat und Distributivitat 
erfordern vierfache Wertungen. Wir nehmen a, f, y als ausgezeichnete 
Werte und 6 als hicht ausgezeichneten Wert. Die Wertungen sind: 








3) B 3) 

—— ——— _ 

AVS a py 4 A&B a By 6 w YI 

a a a Bp B a a py y a 6 

x Bia p B B 9) % | BB vy Bl y 

Y BBy y y yyvyr y B 

6 B By 4 6 y y 6 6 6 “ 

(E x) U(x) = Erster Wert w in der Wertanordnung «, f, y, 6, fiir den es 


ein x mit U(x) = w gibt. 
(x) U(x) = Letzter Wert w in der Wertanordnung a, f, y, 6, fiir den es 
ein x mit U(x) = w gibt. 
Die Umsetzungen sind erfiillt bis auf die Assoziativitét. Es ist namlich 
aV(aVy)=aVB=a, 
(aVa)\Vy=aVy=8. 








4) B B 
4VS a By § U&B a By 86 w Yt 
a aay y a}|ap Bp B a | 6 
ei Fl eeryr le BB BRB B| + 
& yyryry ‘< BBpy 64 y | B 
d\yyyoé 6| ppb s 6 | « 


Quantorenwertung wie unter 3). 
Die Umsetzungen sind erfillt bis auf die Distributivitét. Diese ist durch- 
brochen z. B. bei 
(a&y)\Va=BVa=a, 
(aVa)&(yVa)=akhy =P. 


I 


Bei den letzten beiden Wertungen sind nur Formeln mit den Werten «, 
B, y herleitbar. 

Damit sind die Unabhangigkeitsnachweise fir alle Umsetzungsschemata 
erbracht. 
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§ 6. Die Normalform einer Herleitung in K,. 


Die Herleitungen in K, lassen sich beziiglich der Reihenfolge ihrer Schliisse 
in eine bestimmte Normalform bringen. 

Zunichst kann man sich auf diejenigen Disjunktionsschliisse 

a 
AV 
beschranken, bei denen das hinzutretende Glied 8 entweder eine Primformel 
oder die Negation einer Primforme] ist. Man verlegt nimlich die Negations- 
zeichen in 8 durch Umsetzungen nach innen bis tiber die Primbestandteile 
und streicht gemaB dem Schema der doppelten, Negation doppelt auftretende 
Negationszeichen. Die so umgewandelte Formel $ setzt sich aus Prim- 
bestandteilen und negierten Primbestandteilen allein mittels der Zeichen \Y , 
&, (#.), (.) zusammen. Ersetzt man nun immer die Disjunktionsschliisse 
der Formen 
a py a | 
AVBVX 4 Vy (B, &€B,) WV (£ x) B(2) MW VY (x) B (2) 


durch die SchluBfiguren 


w w uw A A 
UV 8, Uv B, UV 8. WV B (a) WV Bia) 
"AVS B, (AV B,) &(H4 V B,) (Z xz) (A V B(z)] (x) [HM V B(x)] 
A Vv (SB, &€B,) WV (2 x) B (2) WV (x) B(x) 


so werden schlieBlich die Disjunktionsschliisse in der gewiinschten Weise 
reduziert. 


Sodann verlegen wir alle Disjunktionsschliisse tiber die anderen Schliisse 
nach oben. Steht nimlich iiber einem DisjunktionsschluB 
€ 
= —- (a) 
& 2» 
ein SchluB 
“a 8 OM (t) W (a) 


xey (>) (Ez)Gia) (°) oder (d), 


(x) UM (x) 
wobei die Oberformel € des Disjunktionsschlusses durch Umsetzungen aus 
der Unterformel des dariiber stehenden Schlusses hervorgeht, so ersetzen wir 
den Herleitungsteil durch 


w (a) B (a) M(t) (a) W (a) (a) 
AV ®D BV D (b) A(t) V D (c) A(a) VY D (d) 
(AV D) &(B V D) (EZ x) (A(x) VY D) bzw. (x) {A (x) V D] 

(A&B) V D (EZ x) A(x) V D (x) U(x) V D 
€ VD € VD € VD 


Im letzten Falle ist die freie Variable a in & (a) und dem zugehorigen Her- 
leitungsteil eventuell so umzubenennen, daB die Variable nicht in D auftritt. 
Durch die angegebenen Ersetzungen kénnen schrittweise alle Disjunktions- 
schliisse iiber die anderen Schliisse hinweggezogen werden. 

Ferner werden alle Konjunktionsschliisse tiber die Quantorenschliisse 
(Existenz- und Allschliisse) verlegt. Man ersetzt namlich die SchluBfolgen 
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U (a) U (a) D 
c D (b) (x) (U(x) &D] * 
C&D (x) U(x) &D 

C&D 


Dabei ist die Variable a wieder so zu wahlen, daB8 sie in D nicht auftritt. Mit 
den Existenzschliissen und den Quantorenschliissen tiber rechten Ober- 
formeln von Konjunktionsschliissen ist entsprechend zu verfahren. 

SchlieBlich lassen sich noch alle Umsetzungen an den SchluB einer Her- 
leitung verlegen, da ja die an den Oberformeln eines Schlusses vorgenomme- 
nen Umsetzungen ebenso auf die Unterformeln tibertragen werden kénnen. 
Das ist hier deshalb méglich, weil in den SchluBschematen an die Struktur 
der Oberformeln gar keine Anforderungen gestellt werden (bis auf die Va- 
riablenbedingung, welche sich aber nur auf die Argumente und nicht auf 
die 4uBere logische Form bezieht). 

Hiernach J4Bt sich fiir jede Herleitung in K, eine Normalform folgender 
Art aufstellen: 

1. Umsetzungen finden nur unmittelbar iiber der Endformel € statt, 
welche hierdurch aus einer prénexen Normalformel &* (d.h. einer Formel 
mit voranstehenden Quantoren und nachfolgender konjunktiver Normal- 
form) entsteht. 

2. Von &* fiihrt ein unverzweigter Herleitungsfaden allein iber Quantoren- 
schliisse nach oben zu einer qussagenlogischen Formel €** (einer konjunktiven 
Normalform, welche keine Quantoren enthalt). 

3. Oberhalb €** schlieBen sich Gabelungen der Herleitung in Kon- 
junktionsschliissen an, durch welche die Forme] €** aus ihren Primarbestand- 
teilen zusammengesetzt wird. 

4. Von den Primarformeln an den oberen Enden der Konjunktions- 
schliisse verlaufen unverzweigte Herleitungsfiden allein iiber Disjunktions- 
schliisse nach oben bis zu den Grundformeln. Die in den Disjunktions- 
schliissen hinzutretenden Formelglieder sind ausnahmslos Primformeln oder 
Negationen von Primformeln. 

Die Herleitbarkeit der Formel €* ist auf Grund ihrer Struktur trivial. 
LaBt man namlich hier die voranstehenden Quantoren fort und ersetzt die 
gebundenen Variablen beliebig durch freie Variablen, so hat man eine kon- 
junktive Normalform, deren Primarbestandteile je eine Grundformel ent- 
halten. Untersuchungen iiber die Herleitbarkeit. einer Formel haben also 
in K, ihren Schwerpunkt bei den Umsetzungen. Es kommt darauf an, eine 
vorgelegte Formel mittels der Umsetzungsschemata so umzusetzen, daB 
ihre Herleitbarkeit (oder Nichtherleitbarkeit) offenbar wird. Dabei tritt 
die algebraische Natur der Logik in den Vordergrund. 

Es ist zu beachten, da& die Normaldarstellung in gleicher Weise fir 
Erweiterungen von K, durch abgeschlossene Axiomensysteme von Priméar- 
formeln gilt. Es sind dann nur die Axiome zu den Grundformeln hinzuzu- 
nehmen. 


§ 7. Der intuitionistische Kalkiil K;,. 


In K, und K, wird die vollstandige Pradikatenlogik direkt entwickelt, 
ohne daB Teilbereiche wie die intuitionistische Logik oder der Minimal- 
kalkiil abgesondert werden kénnen. Fir diese Bereiche ist naémlich eine 
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andere Wahl von logischen Grundverkniipfungen erforderlich. Wir bilden 
deshalb fir die intuitionistische Logik gesondert einen genetischen Kalkil 
K,. Als neue Grundzeichen treten hier das Zeichen fir die 
Implikation UA + B (,,wenn A, so B**) 

und das Zeichen 

A. fiir die falsche Aussage 
auf. Die logischen Grundzeichen von K; sind 

+>, V, & (£2), (z), A. 
Die Negation wird nicht als Grundverkniipfung behandelt, sondern kann 
explizit durch 

W=A+A 
definiert werden. 
Zur Ersparung von Klammern setzen wir fest, daB ein Ausdruck der Form 


%+U,+---+%,+8 


als von rechts geklammert anzusehen ist, also die Formel 
W, > (A, > (--- > (A, > B)..)) 


bedeutet. Wir bezeichnen die U,, U,,..., U, als ,,Vorderglieder*« der be- 
tréffenden Formel und das Glied %, falls es keine Implikation ist, als das 
,ndglied*. Ist dagegen 8 eine Implikation, so ist zur Bestimmung der 
Vorderglieder und des Endgliedes die Zerlegung von $ fortzufiihren. Jede 
Forme] setzt sich offenbar eindeutig aus ihren Vordergliedern und ihrem 
Endglied zusammen®). Die Vorderglieder kénnen auch fehlen, aber nicht 
das Endglied. Dieses ist stets entweder eine Primformel (wozu auch das 
Zeichen A gehért) oder hat als 4uBerstes logisches Zeichen das Disjunktions- 
zeichen, Konjunktionszeichen, Existenz- oder Allzeichen. Reihen von Vor- 
dergliedern bezeichnen wir mit groBen griechischen Buchstaben. 


Bedeutet 
z. B. I’ die Reihe G,, ©,, . . ., €,, so steht 


41-+-r+B 
fiir die Forme] 
W- (C, +> (€, + (---(€, + B)..))). 
Der Kalkil K, besitzt die Grundformeln 
a) B+ x 
B) A+ 


Die SchluBschemata sind 


ak ‘ 
(mit Primformeln §) 


I. Umformende SchluBschemata 


‘ r+4+8-6 } 4-+A-C€ 
) TBsaAsE ) TE 


(Vertauschungen) (Zusammenziehungen) 


*) Hier besteht eine starkere Analogie zum Gentzenschen Sequenzenkalkiil als bei K, 
und K,. Die Vorderglieder entsprechen den Antezedensformeln, das Endglied dem 
Sukzedens (welches ja im intuitionistischen Fall nur eine Formel enthalt). 
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II. Aufbauende Schliisse 
1. der Implikation 


€ r+-4% B+E€ 


t win: 
*) TE ) FAB -€ 
2. der Disjunktion 
Pat r+% ») Mr C B+ 
YTSaves Tove \—YVB>E 


3. der Konjunktion 
A+ B+ r+-% +8 


§ t 
‘) TeBVs€ Wey-e ) —F>We@ 
4. der Existenzformeln 
a) > Mit) b) —%@-6 
a) I + (BE x) U(x) (Ex) U(x) + € 


(mit Variablenbedingung) 


5. der Allformeln 
a) A(t) + € b) r+ U (a) 
"! (x) A(z) + € T= (x) U(z) 


(mit Variablenbedingung) 

III. Schnittschema 

r+-u% A+-€ 
rs€ 

Die mit J” bezeichneten Formelreihen kénnen auch leer sein. In diesem 
Falle bedeutet z. B. J’ + YU die Formel Y. Diese Formelreihen und die mit € 
bezeichneten Formeln bilden die ,,Nebenglieder*‘, die iibrigen die ,,Haupt- 
glieder*‘ der betreffenden Schliisse. Das Hauptglied eines Schnittes ist das 
, Schnitiglied“*. Die Nebenglieder € kénnen auBer einem Endglied auch 
Vorderglieder in sich enthalten. 

Die SchluBschemata Ila stellen Abschwéichungen, die Schemata IIb 
(auBer Il 1b) Verstérkungen dar. 

Der intuitionistische Kalkil K, reduziert sich bei Fortfall der Grund- 
formeln f) auf den Minimalkalkiil. Weitere Abgrenzungen sind durch Be- 
schrankung der logischen Zeichen und der entsprechenden aufbauenden 
SchluBschemata méglich. Man braucht zundchst nur das Implikations- 
zeichen zuzulassen, wobei die aufbauenden Schliisse auf II 1 beschrankt 
bleiben, und kann dann in irgendeiner Reihenfolge weitere logische Grund- 
zeichen mit den entsprechenden aufbauenden Schluischematen hinzunehmen. 
Wir werden sehen, daB fiir alle diese Bereiche die Schnitte eliminierbar sind. 

Zunachst stellen wir noch fest, daB die Verstarkungen unter den auf- 
bauenden SchluBschematen, namlich II 2b, II 3b, I1 4b, I1 5b in K, wm- 
kehrbar sind. Der Beweis verlauft ebenso wie der entsprechende fir K,. 
Wir betrachten in der Herleitung einer Formel 


(l) AVB+C, F+A&B, (Lx) A(x) >+C baw. I> (x) A(z) 
den Formelbund von 


(2) AVS, A&B, (L2x2)A(z) bzw. (x) A(z). 
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Dieser fihrt durch Nebenglieder von aufbauenden Schliissen und Schnitten 
nach oben entweder zu Hauptgliedern von II la-Schliissen (Implikations- 
Abschwachungen) oder zu Hauptgliedern der betrachteten Verstarkungs- 
Schliisse. Es ist nimlich zu beachten, da8B der Formelbund eines Gliedes (2) 
immer nur aus Vordergliedern oder immer nur aus Endgliedern von Formeln 
der Herleitung besteht. Es kénnen nun wie bei K, aus Herleitungen fir 
Formeln (1) allein durch Ersetzungen von Formelbestandteilen und even- 
tuelle Streichungen von Herleitungsteilen Herleitungen fiir 


4-€,S8-€: Fr-YAF+B; Ala) > € baw. [> A(a) 


gewonnen werden. 


§ 8. Elimination der Schnitte in K,. 


Um die Eliminierbarkeit der Schnitte in K, zu beweisen, denken wir uns 
wieder eine Herleitung gegeben, die einen obersten Schnitt 


P+ 


icy) 


(7) x 9 
a P+ 

enthalt. Das Verfahren zur Beseitigung des Schnittes entspricht dem von 
K,, ist nur etwas auszugestalten. 

I. Fall. Das Schnittglied S sei eine Primformel. 

Ia) Oberhalb der rechten Oberformel mégen keine aufbauenden Schliisse 
auftreten 

Dann ist GS > F eine Grundformel (da sich an Grundformeln keine um- 
formenden Schliisse anschlieBen kénnen). Ist G6 + EF eine Grundformel «), 
so stimmt S mit & iiberein, und der Schnitt kann fortfallen. Ist 6 + & 
eine Grundformel £), so lautet die linke Oberformel P + A, und es ist & 
eine Primformel. Der Formelbund von A iiber der linken Oberformel gehért 
nur zu Nebengliedern (Endgliedern) von umformenden und aufbauenden 
Schlissen sowie zu Endgliedern von Grundformeln A > A. Wir ersetzen 
alle Glieder des Bundes durch die Primformel &, wodurch die Grundformeln 
des Bundes in Grundformeln f) iibergehen. Dabei bleibt der Herleitungs- 
zusammenhang gewahrt, und aus der linken Oberformel wird die Formel 
P +T, welche mit der Unterformel des Schnittes tibereinstimmt. Der 
Schnitt kann also fortfallen. 

Ib) Oberhalb der rechten Oberformel mége mindestens ein aufbauender 
SchluB auftreten. Die dem Schnittglied zugehdrigen Glieder gehéren dem 
letzter aufbauenden SchluB iiber G + & entweder als Nebenglieder oder als 
Hauptglieder von Implikations-Abschwachungen an. In jedem Falle la&t 
sich wie bei K, der Schnitt iber den letzten aufbauenden Schlu8 hinweg- 
ziehen (bzw. ganz beseitigen). 


II. Fall. Das Schnittglied S sei von der Form & + B. Der hierzu ge- 
hérende Formelbund iiber der rechten Oberformel (Y > 8) > T enthalt 
&-+ B entweder als Nebenglied (Vorderglied) von aufbauenden Schlissen 
oder als Hauptglied von Implikations-Abschwachungen oder drittens als 
Hauptglied in Unterformeln 


I; > (A+ B) + &; 
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von II 1b-Schliissen mit den Oberformeln 
r;>%A%, B= &;. 
Unter Verwendung der linken Oberformel von (2) P + U + B ersetzen wir 
diese II 1b-Schliisse iiberall durch 
P+%+-B B-G; 
— Pas G 
M>-uU% A+P-G; 
p> P+ G& 





(Schnitt mit Schnittglied B) 
(Vertauschungen) 
(Schnitt mit Schnittglied Y) 


Ersetzen wir weiterhin alle Glieder & + 8 des Formelbundes durch die 
Reihe P, so geht unter Wahrung des Herleitungszusammenhangs die rechte 
Oberformel von (2) in P + F iiber, so daB der Schnitt fortfallt. 


III. Fall. Das Schnittglied © sei von einer der Formen 
AVS, A&B, (Kx\/A(x), (x) A(z). 


Auf Grund der Umkehrbarkeit der aufbauenden Verstairkungsschliisse ge- 
winnen wir aus der Herleitung der rechten Oberformel (im 1. und 3. Fall) 
bzw. der linken Oberformel (im 2. und 4. Fall) schnittfreie Herleitungen von 
Y+T, B+; P+UA, P+%B; A(a)+T bzw. P> A(a). 
Bringen wir diese Formeln entsprechend wie bei K, zum Schnitt mit Her- 
leitungsteilen der anderen Oberformel, so gewinnen wir eine Herleitung von 
P+ T unter Beseitigung des Schnittes (2). An dessen Stelle sind ebenso 
wie im Falle II Schnitte getreten, deren Schnittglieder weniger logische 
Zeichen als das Schnittglied von (2) enthalten. 

Es lassen sich also wie bei K, durch wiederholte Anwendung des ange- 
gebenen Verfahrens schlieBlich alle Schnitte beseitigen. Aus dem Ersetzungs- 
verfahren ist zu ersehen, daB die Schnitte auch im Minimalkalkiil (bei Fort- 
fall der Grundformeln )) und in den Teilbereichen bei Beschrankung auf 
weniger logische Verkniipfungen entbehrlich sind. 

Ein Entscheidungsverfahren fiir die intuitionistische Aussagenlogik ist 
auf Grund der Eliminierbarkeit der Schnitte fiir K, ebenso zu gewinnen, 
wie dies GENTZEN®) fiir den Sequenzenkalkiil gezeigt hat. 


®) Vgl. die in Anmerkung ') zitierte Arbeit. 


(Eingegangen am 31. Juli 1949.) 
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Ober analytische Automorphismen des R,,,. 
Von 


Hans Hermes in Minster (Westf.) und Ernst Pescut in Bonn. 


1. Unter einem Automorphismus des R,,, soll im folgenden eine umkehr- 
bar eindeutige und analytische Abbildung des Raumes R,,, von n komplexen 
Dimensionen auf sich verstanden werden. Jede solche Abbildung ist dar- 
stellbar in der Form: 


Xi = fy (Xp - - +> Zp) G = 1,...,%), 
wobei die f{; ganze Funktionen der komplexen Variablen 2,,..., x, sind. 
Man iibersieht die Menge dieser Automorphismen bis jetzt nicht voll- 
standig. Bekannt sind jedoch folgende Grundtypen, aus denen sich leicht 
allgemeinere Automorphismen zusammensetzen lassen: 
A. Die linearen Transformationen: 


n 
xy = Daj, 2% G=1,...,#) 


mit nicht verschwindender Determinante (4a;,|. 
B. Die Schiebungen, die man bei Auszeichnung der ersten Koordinate 
so schreiben kann: 
z= 2, 
x; = 2; +f;(2,), f; ganze Funktionen (j = 2,..., n), 
mit der Umkehrung: 
x = 2 
a; = 23 —f; (zi) (j =2,..., 2). 


C. Automorphismen der Form: 


& & 
, ri (2 Bt oe @ n) . 

a= 2,63" ™ 1 n G=il,..., 2%). 

Hierbei soll f (z) eine ganze Funktion sein; die r; seien ganze und die s; nicht 

negative ganze Zahlen, die der Nebenbedingung: 


n 
es 1595 = 9 
j=1 
geniigen. Man verifiziert leicht: 
& & a & 
Mi. es Sey? = Bl... Sy. 


Also hat ein solcher Automorphismus die Umkehrung: 


& a 
, —r,f (271... fs) . 
w%=aje i " G = 1,... 1). 


2. Die Punktfolgen P, = {(%,, - - -» Z,)} und P, = {(z},, . . -, Zm,)} des 
R,,, sollen dquivalent heiBen, wenn es einen Automorphismus des R,,, gibt, 
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der fiir jedes vy P, in P, tiberfiihrt. Die Folge P, heiBe plan, wenn alle P, 
in einer zweidimensionalen analytischen Ebene liegen. Eine solche Ebene 
laBt sich geben in der Parameterdarstellung: 


a; =a;t+5; G=l,...,%), 


wobei wenigstens ein a; nicht verschwindet. Eine zu einer planen Folge 
aquivalente Folge soll planierbar heifBen. 

In Nr. 3 soll fiir gewisse Punktfolgen die-Planierbarkeit bewiesen werden. 
Von vorneherein sollen jedoch nur solche Punktfolgen betrachtet werden, 
die nur verschiedene Glieder haben, und im Endlichen keinen Haufungs- 
punkt. Diese Voraussetzungen werden von nun an immer gemacht, auch wenn 
sie nicht explizit erwihnt werden. Eine solche Folge ist endlich oder abzahl- 
bar. Im Spezialfall der Endlichkeit sind die behandelten Fragen trivial, 
so daB von jetzt ab eine solche Folge stets als abzihlbar vorausgesetzt 
werden soll. 

Die Beweise verwenden die in Nr. 1 aufgezahlten speziellen Automor- 
phismen in Verbindung mit der folgenden bekannten Tatsache (Lésbarkeit 
des Interpolationsproblems fir eine Variable): Es sei im R, eine Folge {2,} 
verschiedener Punkte ohne Haufungspunkt im Endlichen vorgegeben. Dann 
gibt es zu beliebigen Werten a, stets eine ganze Funktion f, die die Bedin- 
gungen f (x,) = a, fir jedes » erfillt*). In Nr. 4 wird gezeigt, daB das analoge 
Interpolationsproblem auch im R,, eine Lésung besitzt. 

3. Die Punktfolgen des R,,, zerfallen in Klassen aquivalenter Folgen. 
Es bleibt hier unentschieden, ob es mehr als eine Klasse gibt. Diese Frage 
kann aber reduziert werden auf die Diskussion des Problems, ob alle Folgen 
planierbar sind. Es gilt namlich der 

Satz 1: Alle planierbaren Folgen sind aquivalent. 

Beweis: Es geniigt, zu zeigen, daB zwei plane Folgen P, = {(2j,, . . -, Zpy»)} 
und P, = {(xj,,-- +, Xn,)} &4quivalent sind. Die P, mégen auf der analyti- 
schen Ebene E mit der Parameterdarstellung 2; = a;t + 6; liegen, analog 
die P, auf der Ebene E’ mit der Parameterdarstellung x; = ajt + 6j. Es 
gibt ein k, so daB a, +0. Also sind die {2,,} alle verschieden und haben 
keinen endlichen Haufungspunkt. Ebenso gibt es ein k’, so daB die {zj,} 
alle verschieden sind und keinen endlichen Haufungspunkt haben. Es 
kann angenommen werden, daB k +k’; sonst l48t sich dies durch einen 
achsenvertauschenden linearen Automorphismus erreichen. Nach dem in 
Nr. 1 genannten Interpolationssatz gibt es ganze Funktionen f und g;, 
die fiir jedes » den Bedingungen: 

f (x,,) —= ty, — Zp’, 
bzw. g; (tp,) = 24, — 2%}, G =1,...,%) 
geniigen. Man bilde die Automorphismen (6;, ist das Kroneckersymbol): 
72° xy = 2; + Ojye f (Ty) f=l,...,%), 
oP af = 25 + (1— by) gj (ee) G = 1,.-.., 0). 
Man sieht sofort, daB 7’, (7) die Folge P, in die Folge P; tiberfihrt. 


1) Der Satz stammt von Mrrrac-LerrLer, Acta math. 4, 32 (1884). Siehe z. B. 
Oscoop, Lehrbuch der Funktionentheorie. 8. 569—574. Leipzig: C. G. Teubner 1928; 
oder Knopp, Aufgabensammlung zur Funktionentheorie II, Kap.1II, § 10, Aufg. 6 p. 25 
(Lésung p. 89) und § 11, Aufg. 4 p. 26 (Lésung p. 92—93). Berlin: W. de Gruyter 1944. 
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Korollar: Eine planierbare Folge P, ist aquivalent zu jeder Folge P,, . 
ty 
die aus ihr durch Umordnen der Glieder entsteht. Man darf also auch von 
planierbaren Mengen sprechen. 
Nunmehr soll fiir einige Klassen von Folgen die Planierbarkeit bewiesen 
werden. 
Satz 2: Eine Folge P, = {(2,,,...-, %,,)} ist planierbar, wenn fiir ein 
gewisses j die Folge {z;,} keinen endlichen Haufungspunkt hat. 
Beweis: O. B.d. A. kann angenommen werden, daB die Folge {z,,} 
keinen endlichen Haufungspunkt hat. In a) wird durch Induktion nach 
° ° P . . . > (7 (m ( . 
m gezeigt: P, ist aquivalent mit einer Folge P,” {(a, eel x,» )} mit 
+. . + (m) . . 2 
der Eigenschaft, daB die Folge {z,,,} keinen endlichen Haufungspunkt hat, 


(m) . (m) . . (n 
und dab zudem 2,,, nur dann mit 2,,, tibereinstimmt, wenn auch Pry 
(m) (m) (m) . . + (n . (n) 
Tins» ++; m1,» = tm—1,,+ Dann gilt fir die Folge P{”: Die {xy} haben 


An) . 


° . = ° ( o . ~ 

keinen endlichen Haufungspunkt und es ist 2,) + x, fir vy + pu. Diese Folge 
(n) . . . 

P,’ wird in b) planiert. 


a) Pp P, leistet fiir m 1 das Verlangte. Nachweis der Existenz 


(m+ 1 . . . (m) . ° 
i; F z, sei eine Aufzihlung der Menge aller tm:+ Es sind also alle 


z, untereinander verschieden, und es gibt eine Funktion N (v), so daB fir 
jedes yp: 


von 


(*) “™ 


“my “N (vr) 


keinen; auberdem folgt, daB die Gleichung N (yr) o bei festem o nur end- 
lich viele Lésungen y besitzt. Daher lassen sich durch Rekursion nach o 
Werte a, finden, fir die gilt: Fiir jedes vy und yu folgt aus N (v) < N (u), dab 


Weil die x, keinen endlichen Haufungspunkt haben, haben die z, auch 


** r J Am) Am) 
( ) N (¥) -« Im+1,% 7 AN (») . tm+1,4 7 ON (4) 


Das Interpolationsproblem f (z,) =a, besitzt eine ganze Lésung f. Der 
Automorphismus: 


of Xj Xj + Ojmaif (tm) (9 —sa 
( (m) ° (m+ 1 (m+ 1) . ° . 
fiihre {(z]),..-,;2ne)} tiber in {(zj},’,..-, Zn» )}- Es ist fir jedes v: 
(m+ 1) Am) 
m+i1, Xm + l,vy T an (v)- 


Die Pete haben wegen (**) keinen endlichen Haufungspunkt. Sei ferner 
er at. Dann kann wegen (**) nicht N‘(v) < N (mu) sein. Es 
bleibt somit nur noch der Fall N (yr) N (u) zu diskutieren. Dann folgt 


(m) (m) 
my 


aber aus (*): z Im,» also wegen der Induktionsvoraussetzung auch 


m ( ( ; 132 
ae he eam i lv Sn1.ni dieselben Gleichungen gelten aber auch, 


wenn man den oberen Index (m) durch (m +- 1) ersetzt, da 7’ diese Koordi- 
naten ungedndert laBt. 
b) Es gibt ganze Lésungen g; der Interpolationsprobleme 


9; (ay?) — ay” (j Bass ogee 


Der Automorphismus: 


xj = 2; + (lL— bj) 9; (2%) G=1,-..,m) 


planiert offenbar die Folge P”, 
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Satz 3: Eine Folge {(2,,,..., %,,)} ist planierbar, wenn keine der Folgen 
{x;,} den Haufungspunkt 0 hat. 

Beweis: z, sei eine Aufzihlung der Menge aller Produkte 2,,... 2,,. 
Die z, sind also untereinander verschieden und die Folge {z,} hat keinen 
endlichen Haufungspunkt. Es sei 


Ty coe & = ZN (v): 


nv 


Wegen der Voraussetzung iiber die 2;, hat die Gleichung N (vy) = 9 fir 
festes 9 nur endlich viele Lésungen y. Es gibt eine ganze Funktion f als 


Lésung des Interpolationsproblems f (z,) = log @ => 0. Der Automorphismus: 


{x} - x, e'§! (#1"** #n) (j =1,...,) 
lr, 1, fs; —I1,75 coo =r, = 0 
fiihre {(2,,,..., %,)} tiber in {(2j,,..., %,)}. Wegen |21, x,| ° N (y) 


hat die Folge {z}j,} keinen endlichen Haufungspunkt. Damit folgt Satz 3 
aus Satz 2. 

Korollar: Jede Folge, die die Gjtterpunkte des R,,, durchlauft (d. h. die 
Menge der Punkte (0, + i0;,..., 0, + %6,) mit ganzen 9, a), ist planierbar. 
Vor Anwendung von Satz 3 braucht man eine solche Folge nur abzubilden 
mittels des Automorphismus: 


' a ‘ 
p= ats (F=1,..., 2%). 


Die in den Sa&tzen 2 und 3 gegebenen Kriterien lassen sich noch in ver- 
schiedener Richtung vérallgemeinern, was aber hier nicht ausgefiihrt werden 
soll?). Von Interesse ist jedoch der 


Satz 4: Eine Folge P,={(2,,,..-, 4 r,,)} 14Bt sich stets in n planierbare 

Teilfolgen aufspalten. 
° z ms (m 

Beweis: P, gehére genau dann zur m-ten Teilfolge P,”” (m = 1,..., m), 
wenn |2,| von keinem der anderen | 2;,| iibertroffen wird (falls dieses Kri- 
terium nicht eindeutig entscheidet, entscheide man willkirlich). Die m-ten 
Koordinaten der Folge P?”’ haben offenbar keinen endlichen Haufungspunkt. 
Daher ist Satz 2 anwendbar. 

4. Das eingangs formulierte Interpolationsproblem fir den R,,, wird vollig 
gelést durch den 


Satz 5: Sei {(x,,,..-, Z,,)} eine Folge verschiedener Punkte ohne end- 
lichen Haufungspunkt. Dann gibt es zu beliebigen Werten a, eine ganze 
Funktion F mit F (x,,..., 2 a,). 

Beweis: Fiir den R, ist jedes Interpolationsproblem (d. h. das Interpola- 
tionsproblem bei beliebig vorgegebenen Werten a,) lésbar (vgl. Nr. 1). Es 
sei vorausgesetzt, daB jedes Interpolationsproblem fiir den Rg(,— ) lésbar 
ist. Eine Folge im R,,, ist nach Satz 4 in n planierbare Teilfolgen aufspaltbar. 


ny) = 


2) Ohne Beweis sei nur erwihnt, daB in Erweiterung von Satz 2 die Planierbarkeit 
auch noch bewiesen werden kann, wenn die Folge {jy} nur endlich viele endliche Hau- 
fungspunkte besitzt. 

8) Dieser Satz ]a8t sich im Spezialfall n = 2 leicht zuriickfiihren auf einen Inter- 
polationssatz von H. Cartan, Sur les variétés définies par une relation entiére, Bull. 
Sci. math. 55, 24—32, 47—64 (193]), Théoréme I. 
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Daher kommt man sofort induktiv zum Ziel, wenn man beweist: LaBt sich 
eine Folge P, des R,,, so in zwei Teilfolgen aufspalten, daB fiir die erste Teil- 
folge jedes Interpolationsproblem lésbar ist, und da die zweite Teilfolge 
planierbar ist, so ist fiir P, jede Interpolationsaufgabe lésbar. Da ferner so- 
wohl die Lésbarkeit des Interpoiationsproblems als auch die Planierbarkeit 
bei Ubergang zu Aquivalenten Folgen erhalten bleibt, kann man zudem 
voraussetzen, daB alle Punkte der zweiten Teilfolge in der Hyperebene 
x, =O liegen. Diejenigen Punkte der ersten Teilfolge, die ebenfalls in dieser 
Hyperebene liegen, nehme man zur zweiten Teilfolge hiniiber. Damit hat 
man folgendes erreicht: (1) Fir beide Teilfolgen ist jedes Interpolations- 
problem lésbar (man beachte hierzu, daB die zweite Teilfolge im Rog ~1) 
liegt); (2) P, gehért zur zweiten bzw. ersten Teilfolge, je nachdem die letzte 
Koordinate von P, verschwindet oder nicht. 

Die Interpolationsaufgabe F (P,) F (2,,,+ ++; %,) = 4, kann man nun 
folgendermaBen lésen: Es gibt eine ganze Funktion F,, so dab 


F, (P,) a, 


fiir alle Punkte der zweiten Teilfolge. Weiter gibt es hierzu eine ganze 
Funktion F,, so da 
a, — F, (P,) 

Inv 


F, (P,) 


fiir alle Punkte der ersten Teilfolge (fiir die ja z,, nicht verschwindet). Dann 
ist offenbar die ganze Funktion: 


F=F,+72,F; 


eine Lésung des Interpolationsproblems fiir die gesamte Folge P,,. 


( Eingegangen am 15. Juni 1949.) 


Math. Annalen, Bd. 122, 8. 71—89 (1950). 


Systematische Basisreduktion der Modalitaten 
bei Idempotenz der positiven Grundmodalitaten. 
Von 


Arnotp Scumipt in Gédttingen. 


§ 1. Einleitung. 

§. 2. Gemeinsame Grundlage. 

§ 3. Modalitaétenstrukturen (Definitionen, allgemeine Eigenschaften). 
§ 4. Die einstufigen idempotenten Modalitaétenstrukturen. 

§ 5. Die zweistufigen idempotenten Modalitaétenstrukturen. 


§ 1. Einleitung. 


Die Modalitéten beginnen in der mathematischen Logik eine wach- 
sende Rolle zu spielen. Urspriinglich wohl von Mac Cott (1) in diese einge- 
fiihrt, sind sie insbesondere einerseits in der Theorie der strikten Implikation 
von C. I. Lewis (2,5) und andererseits in der dreiwertigen Legik von J. Lvu- 
KASIEWICZ (3) zu Bedeutung gelangt. Die Lewissche strikte Implikation 
wird mit Hilfe der ,,;Méglichkeit“‘ definiert, die als zweite einstellige aussagen- 
logische Grundoperation zur Negation hinzutritt. O. BECKER (4,9) warf im 
Rahmen der Lewisschen Aussagenlogik die Fragen nach der Rangordnung 
und nach der Reduktion der durch Aufeinanderausiiben von Méglichkeit 
und Negation entstehenden Modi auf. Diese Fragen wurden von einer Reihe 
anderer Autoren weiterbearbeitet; im Zusammenhang mit der folgenden 
Systematik sind hier wohl insbesondere C. W. CouRCHMAN(7) und W. T. 
Parry (8) zu erwahnen, die teils verschiedene, von BECKER vorgeschlagene 
Modalitatenlogiken als identisch erkannten, teils weitere axiomatische Er- 
ganzungen angaben, mit denen sich die Modi reduzieren lassen (die Arbeit 
von Parry(8) ist mir iibrigens erst nach der Abfassung des Hauptteils 
(§§ 2—5)") jetzt bekannt geworden; dort herangezogene Arbeiten von 
R. Frys (6) waren mir bislang nicht zuginglich). 

Nach der Entdeckung einer Reihe von Modalitétenstrukturen scheint 
nunmehr die Frage nach einer dem ReduktionsprozeB selbst entflieBenden 
Ordnung und einer vollstdéndigen Ubersicht iiber die in erster Linie in Frage 
kommenden Modalitaétenstrukturen dringlich zu werden. 

Im folgenden soll die Reduzierbarkeit der Modalitéten in systematischer 
Weise untersucht werden. Diese Systematik umfaBt drei Gesichtspunkte. 
1. Die Frage der Reduzierbarkeit der Modi stellt sich unabhangig von der 
Theorie der strikten Implikation, in deren Rahmen sie bisher behandelt zu 
werden pflegte, und ist von ihren Besonderheiten nicht beeinfluBt. Das Pro- 
blem 148t sich von der begrifflichen Grundlage der bloBen Gleichheiten und 
Ungleichheiten zwischen Modi aus behandeln. Diese angemessene Grundlage 
gestattet die allgemein verbindliche Auswertung, die sich dann zu den ver- 
schiedenen Theorien der mathematischen Logik (oder auch der Ontologie) 


1) Die vorliegende Arbeit stammt im wesentlichen aus dem Jahre 1945. 
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in Beziehung setzen l4Bt. In der vorliegenden Arbeit beschranke ich mich 
zunachst auf Gleichheiten. In einer Fortsetzungsarbeit werden sodann die 
Ungleichheiten einbezogen. (Mit ihnen ]a8t sich dann auch die Frage nach 
der Rangordnung der Modalititen erledigen und somit die Axiomatik der 
Modalitatenstrukturen vervollstandigen.) 2. Ausgehend von den unechten 
Grundmodi (Zutreffen, Nichtzutreffen) und den echten. Grundmodi (Méglich- 
keit, Unmdglichkeit, Notwendigkeit, Nichtnotwendigkeit) wird man nach 
Modalitatenstrukturen n-ter ,,Stufe‘* fragen, bei denen sich alle Produkte 
von Grundmodalitaiten auf eine ,,Basis‘‘ reduzieren, die aus héchstens n- 
elementigen Produkten besteht und ein n-elementiges Produkt enthalt. 
Unter der Voraussetzung, dafs die echten positiven Grundmodi idempotent 
seien (mdglicherweise mdéglich méglich; notwendig notwendig not- 
wendig), wird die Frage nach den ein- und zweistufigen Modalitatenstruk- 
turen beantwortet, d. h. iiber die bisher iibliche bloBe Auffindung von Struk- 
turen hinaus wird die Menge aller dieser Strukturen aufgesucht. — 3. Als 
ein letzter systematischer Gesichtspunkt darf noch der folgende erwahnt 
werden. Um die in der axiomatischen Grundlegung liegende Willkiir aus- 
zuschalten und eine etwaige Aquivalenz axiomatisch eingefiihrter Strukturen 
nicht der ,,nachtraglichen** Entdeckung zu iiberlassen, Werden fiir die einzelnen 
Strukturen bei jedem Schritt der Untersuchung die als mégliche Axiome 
gleichberechtigten Grundgleichungen — die ,,Axiomablen‘* — vollstandig 
aufgefiihrt. Dadurch tritt zugleich die methodische Symmetrie zwischen den 
echten Grundwerten — Dualitat (von Méglichkeit und Notwendigkeit) und 
Verneinung, zusammengefaBt zu einer ,, Quaternalitat‘‘ — deutlich heraus. 
(Im Gegensatz zu der in den Absitzen 1., 2. zusammengefaBten Systematik 
kénnte dieser 3. Gesichtspunkt als ein mehr deduktionstechnischer aufgefaBt 
werden. Ich méchte demgegeniiber der Uberzeugung Ausdruck geben, 
daB allgemein eine axiomatische Untersuchung erst dann den mathemati- 
schen Gehalt ihres Gebietes ausschépft, wenn sie jeweils von den sich an- 
bietenden ,,Axiomablengruppen“ ausgeht.) 

Die folgenden §§ 2—3 bringen die zu Grunde liegenden prazisen Defi- 
nitionen und die aus ihnen folgenden grundlegenden Satze. Die §§ 4—5 sind 
der Systematik der idempotenten Modalitaitenstrukturen 1. und 2. Stufe 
gewidmet; es ergeben sich zwei Sechsmodalitdtenstrukturen der 1. Stufe und 
eine Achtmodalititenstruktur®) sowie drei Zehnmodalitdtenstrukturen der 


2. Stufe*) (zu den sechs oben genannten Grundmodi treten dabei als un- 
reduzierbare Modi die Modi_,,widerspruchsfrei* umméglich unmédglich 

notwendig méglich — und ,,stringenzfahig* mdglicherweise notwen- 
dig nicht notwendigerweise nichtnotwendig — mit ihren Negationen). 


*) Die Angabe der konkurrenzfahigen Axiomablen bei jeder neuen Axiomablengruppe 
bewirkt, daB sich jeweils eine Vielfalt von gleichberechtigten Axiomensystemen an- 
bietet. So werden (auch wenn man von Gleichheiten zwischen negativen Werten ab- 
sieht, da die Gleichheit zwischen den entsprechenden positiven Werten den Vorzug hat) 
z. B. fir die Achtmodalitatenstruktur der 2. Stufe in §5 iiber viertausend (nimlich 
4-6-(12-12+ 12: 2) 4032 gleichberechtigte Axiomensysteme angeboten. 

%) In der oben zitierten Arbeit (8) hat Parry (mit Heranziehung der Beckerschen 
Ergebnisse (4) die sich im Rahmen der Lewisschen Logik ergebenden Analoga zur 
1. Sechs-, zur Acht- und zur 1. Zehnmodalitatenstruktur angegeben, wahrend er das 
Analogon zur 2. Sechsmodalitatenstruktur als mit der Lewisschen Theorie der strikten 
Implikation nicht vertriglich verwirft. Ein exakter axiomatischer Vergleich ist erst 
bei Einbeziehung der Ungleichheiten méglich und wird in der angekindigten Fort- 
setzungsarbeit gegeben werden. 


Basisreduktion der Modalitaten. 73 


Die erste Zehnmodalitatenstruktur wird durch das Axiom ,,unméglich un- 
méglich unméglich = unméglich*t beherrscht, das etwa dem BROUWER- 
chen Absurditatssatz entspricht*). Auf die Erérterung, welche der formal 
erhaltenen Strukturen sinnvoll sind, wird in dieser Arbeit verzichtet; die 
interpretierende Diskussion soll vielmehr an anderer Stelle durchgefihrt 
werden. Es mag jedoch bereits hier hervorgehoben werden, daB keine der 
sechs erhaltenen idempotenten Modalitaétenstrukturen 1. oder 2. Stufe einer 
Interpretation unfahig ist, wenn auch bet einigen von ihnen die interpretie- 
renden Modalititen von der iiblichen ,,Méglichkeit’’ und ,,Notwendigkeit“ 
abweichen 5). 


§ 2. Gemeinsame Grundlage. 

Gegeben seien die Werte z,m,g und Z,m,g. Diese sechs Zeichen seien 
einer assoziativen Verkniipfung fahig (m. a. W. die aus diesen Zeichen be- 
stehenden Zeichenreihen sollen eine Halbgruppe bilden). 

Abkiirzung: n = 2. 

Interpretation. Mit den Grundwerten sind Modalitéten gemeint; die 
Uberstreichung soll Negieren bedeuten: 


z: zutreffend (wahr, .wirklich) z: unzutreffend (falsch) 

m: moglich (zugelassen) m: unmdéglich (verboten, absurd, 
widerspruchsvoll) 

g: gewib, notwendig g: nicht notwendig, ungewiB 


Anmerkung. Zu diesen Grundsymbolen werden spiter (auBer dem Ab- 
kiirzungszeichen n) noch zwei Wertsymbole w, s mit ihren Uberstrichenen 
hinzutreten, s. S. 83. 

Die Zeichen z, n = 2, m, m, g, 9 mégen als Grundwerte bezeichnet werden, 
und zwar die uniberstrichenen als positive, die tiberstrichenen (einschlieB- 
lich n) als negative Grundwerte. Die Werte m, m, g, 7 seien als echte Grund- 
werte bezeichnet, die Werte z und n = Z als unechte. Jede endliche Ver- 
kniipfungsreihe von Grundwerten heiBe ein Wert, und zwar ein positiver, 
wenn die Anzahlen der in ihr auftretenden Uberstreichungen und n-Zeichen 
zusammen eine gerade Zahl (oder 0) ergeben, ein negativer im anderen Falle. 

Von den angegebenen Bedeutungen wird in den Beweisen kein Gebrauch 
gemacht. Zur Interpretation sind lediglich in der Einleitung und im SchluB- 
teil einige Andeutungen gegeben; die inhaltliche Auswertung der Ergebnisse 
soll an anderer Stelle erfolgen. 

Fundamentale Axiome I: 

a) 22 = xz = z (fir z =z, 2, m, &, 9, 9) 
b) nn =z, 
c)m=nm c*)g=ng. 

Anmerkung zum ProzeB des SchlieBens. Die Gleichheit geniigt den itib- 
lichen SchluBregeln der Halbgruppe, die hier — im Hinblick auf die in Teil II 

4) Dieses Axiom kommt nicht in idempotenten Modalitatenstrukturen der von 
Becker (4) vorgeschlagenen Implikation ,,was zutreffend ist, ist unméglich unmdglich* 
gleich, wie schon Parry (8) zeigte — s. auch CHURCHMAN (7); man vgl. hierzu den 
Satz 26 des § 5. 

5) Die neuere philosophische Diskussion tiber die Modalitaten unterscheidet ohnehin 
eine ganze Reihe sehr verschiedenartiger Méglichkeits- und Notwendigkeitsbegriffe. 
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erfolgende Erweiterung durch SchluBregeln fir die Implikation — explizite 
angefiihrt seien: 
SchluBregeln der Gleichheit, G (x Grundwert, a, B beliebige Werte) 


ee c= b=y 
G 1) Transitivitat: B es , 
e=y 
G2) Symmetrie: *— B ‘ 
A B =@€ 
=— . B telesen: i = 6 ist au 
G 3) Rechtsmultiplikation: ——s (ger . am? it com 
az=Bxr axr=f2) 
a = 8 


G 4) Linksmultiplikation: ‘ 
za=268 

Definition der Quaternalitdt. 

Zwei Werte mégen ,,zueinander dual*‘ heiBen, wenn sie durch Vertau- 
schung der Symbole m, g auseinander hervorgehen. — Ist irgendein Wert 
durch das Symbol « mitgeteilt, so kann der dazu duale durch ¢° mitgeteilt 
werden (z. B. fir « =zmng ist «° = zgnm). 

Zwei Werte mdgen ,,zueinander verneinend“’ heiBen, wenn sie aus- 
einander dadurch hervorgehen, da man im ersten auftretenden echten Grund- 
wert Uberstreichung mit Nichtiiberstreichung vertauschc. (Falls kein 
echter Grundwert auftritt, ist-die Vertauschung am ersten unechten vorzu- 
nehmen.) — Ist irgendein Wert durch das Symbol « mitgeteilt, so kann der 
dazu verneinende durch &% mitgeteilt werden (z. B. fir «—=—zmng ist 
“x =zmng). 

Satz 1. 1: a®=a,a=a, 1,: =a, 1,: (a B)* = a® p*, 

1: @=na, 1: «af =4@8. 

1,—1, sind symbolische Identitaten, die der Definition entflieBen. 1, sind 
Gleichheiten, die auf Grund der Axiome I gelten; 1, folgt unmittelbar aus 1,. 

Gem4B Satz 1, erhalt man zu jedem Wert (d. i. zu jeder Verkniipfungs- 
reihe von Grundwerten) durch Verneinen und Dualisieren genau ein Qua- 
drupel ,,zweinander quaternaler** Werte. — Beispiel: 

l. nmg, 2. nmg, 3. ngm, 4. ngm. (Im folgenden wird stets so geordnet 
werden, daB 2 zu 1, 4 zu 3 verneinend, 3 zu 1, 4 zu 2 dual ist.) 

Zwei Gleichheiten werden kurz verneinend bzw. dual bzw. quaternal ge- 
nannt, wenn ihre linken und ebenso ihre rechten Seiten jeweils zueinander 
verneinend bzw. dual bzw. quaternal sind. So laBt sich zu jeder betrachteten 
Gleichheit ein (in sich) ,,quaternales Quadrupel“* von Gleichheiten bilden 
(Beispiele folgen sogleich im nachsten Beweis). 

Satz 2. Auf Grund der Axiome I und der GleichheitsschluBregeln G 
sind mit einer Gleichheit zugleich die zu ihr quaternalen Gleichheiten be- 
weisbar, m. a. W.: der Bestand der beweisbaren Gleichheiten ist ,,in sich 
quaternal™. 

Beweis. 

1. Alle Gleichheiten des quaternalen Quadrupels 

Ia,) zm =mz(=m), Ia,) zm = mz(=—*M), 
Ia,) zg = gz (=), Ia,) zg = 9z = 
gelten nach Ax. Ia. 


1 
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2. Von den Gleichheiten des quaternalen Quadrupels 


Ic) m=nm, Ics) m=nm, Ics) g=ng, Icey) g=ng 
sind Ic,) und Ic,) die Axiome Ic bzw. Ic®. Die beiden anderen folgen 
unmittelbar, namlich:: nm = nnm (Ax. Ic) = zm (Ib) = m (la); entspre- 
chend ng = @. 

3. Nach Abs. 1 und 2 sind die zu den Axiomen quaternalen Gleichheiten 
beweisbar. Es braucht daher lediglich noch gezeigt zu werden: Zu jedem 
nach den SchluBregeln G giltigen SchluB werden die quaternalen Schliisse 
ableitbar, d. h. 

Wenn ¢e = { aus y = 6 (bzw. aus y, = 4,, vy, = 4,) folgt, so folgt: 3,. die 
duale Gleichheit e® = (° aus y® = 6° (bzw. aus y? = 69, y$ = 68) und: 
3, die durch Verneinung entstehende Gleichheit €=¢ aus y= 6 (bzw. 
aus 7; = 6; y= 6). 

Beweis zu 3,. durch schrittweises Dualisieren der Beweisfigur, die von 
y=6 zu e=C fihrt: 

Die SchluBregeln G1, G2 sind invariant gegen Dualisierung der Gleich- 
heiten. 


7 i. abs a= 6B = ae a° = f° 
Zu G3: Ein ee geht iiber in oe = pra’ d.h. nach Satz 1, 
a? = f° 


nd Gl i ; .— Zu G4:e s=hend. 
un ina = Gs Zu G 4: entsprechend 
Beweis zu 3,. durch schrittweises Verneinen in der Beweisfigur, die von 
y=62e=€ fihrt: 
G1, G2 sind invariant gegen Verneinung der Werte. 


Zu G3: Mit —*=" _ ist _ ==? | ah. nach Satz 1, und G1 auch 


é£zc = pu 2st = pu 
a=B ee 
as = Be richtig. 
Zu G 4: Mit ae ist eT , d. h. nach Satz 1, und G1 auch 
= y| =_ bi 
— B__. Da auBerdem 222 , d. h. nach Satz 1, und 1, c= 
ye = yB na = nB = 6 


«=f 
=. 

Satz 3. Bei Zufiigung einer Gleichheit « = 6 zu den AxiomenI! wird 
.= B beweisbar. 

Beweis. Da auf beiden Seiten n vorgesetzt werden darf (SchluBregel G 4), 
ist die Behauptung eine unmittelbare Folge von Satz 1, und G1, G2 

Zur fundamentalen Axiomengruppe I tritt weiterhin in dieser Arbeit 
éine Reihe von ,,Kiirzungsaxiomen“: der Gestalt xy =u, — wo 2, y,U 
(i. allg.) Grundwerte bezeichnen. Es wird untersucht, inwieweit sich durch 
diese Axiome die Werte (d.s. die Verkniipfungsreihen von Grundwerten) 
auf bestimmte Zweierprodukte reduzieren. 


ist, hat man 


Ein System von Satzen — hier von Gleichheiten und spater von Impli- 
kationen — die 1. von der jeweils vorausgeschickten Axiomenbasis unab- 
hangig sind und 2. im Rahmen dieser Axiomenbasis einander A4quivalent 
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sind, sei als ,,Axiomablengruppe“ bezeichnet*). Es geniigt, jeweils einen 
dieser Satze als neues Axiom anzufiigen, um die anderen beweisbar zu 
machen. Die Auswahl dieses Axioms ist willkiirlich, d. h. hinsichtlich ihrer 
Axiomfahigkeit —als ,,A riomablen** — sind die Satze der Axiomablengruppe 
einander gleichberechtigt. 

Die Angabe einer ganzen Axiomablengruppe gestattet eine systematische 
Ubersicht tiber die jeweils in Frage kommenden Axiomenbasen und ibr 
gegenseitiges Verhaltnis. 

Axiomablengruppe II (Anhaingung von n), bestehend aus einem Quadrupel 
quaternaler Gleichungen: 

l.mn=g, 2.mn=g9, 3. gn=m, 4. gn=~m. 

Satz 4. Die vier Gleichheiten II sind einander im Rahmen der Axiomen- 
basis I &4quivalent; es geniigt also, irgendeines von ihnen als Axiom anzu- 
fiigen. 

seweis. 

Erstens: Aus « = B folgt « = B nach Satz 3. Daher folgt 2. aus 1., 
l. aus 2., 4. aus 3., 3. aus 4. 

Zweitens: Aus 1. folgt 4. 

gn mnn (Gleichung 1 und G2, 3) mz (Ib, G 4) = m (Ia). 
Drittens: Aus 4. folgt 1. 
mn =@Gnn (Gleichung 4 und G 2, 3) gz (Ib, G. 4) g (Ia). 

Satz 5. Auf Grund der Axiome 1, eines der Axiomablen II und der 

SchluBregeln fiir die Gleichheit, G, gilt 





an=na® = @°. 

Beweis durch vollstandige Induktion (wobei ~ nB nach Satz 1, be- 
nutzt wird). Fir einen Grundwert x gilt xn = 2°, namlich fiir ein un- 
echtes x nach den Ax. I, fiir echtes x nach den Ax. II, die nach Satz 4 einander 
aéquivalent sind. — Sei nun a= fy. 
an = Byn= Bny® (Induktionsannahme) = 6° y® (Induktionsannahme) = 

B® y® (Satz 1;) (By)® (Satz 1,). 


Satz 6. Bei Zufiigung einer Gleichheit « = 8 zu den Axiomen I! und 
einem der Axiomablen II wird «° = f° beweisbar. 

Beweis. Mit a = B ist an = Bn nach G3, also na® = n f® nach Satz 5 
und G1, 2, also nna® = nn B® nach G4 und endlich «® = £° nach Ax. Ib 
und G 1-3. 

Satz 7. Quaternalitdtssaiz fir Gleichheiten. Im Rahmen irgendeines 
Axiomensystems, das die fundamentalen Axiome I und eines der Axio- 
mablen II enthalt, sind (bei Benutzung der Gleichheits-SchluBregeln G) mit 
einer Gleichheit zugleich die zu ihr quaternalen Gleichheiten beweisbar. 
M.a.W.: der Bestand der beweisbaren Gleichheiten ist ,,in sich quaternal*. 

Beweis. 

Auf Grund der Axiome I und eines der Axiomablen II sind bei Hin- 
zutreten irgendeiner Gleichheit die quaternalen Gleichheiten nach Satz 3 
und Satz 6 beweisbar. 


*) Der Terminus schlieBt sich an den Terminus ,,Axiomengruppe“ an; es handelt 
sich natiirlich nicht um eine ,,Gruppe* im algebraischen Sinne. 
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Satz 8. Auf Grund der Axiome I, eines der Axiomablen II und der 
SchluBregeln G gelten die folgenden beiden quaternalen Quadrupel von 
Gleichheiten zwischen Zweierprodukten echter Grundwerte (,,Kommutator- 
formeln‘‘): 

(P) l. mm=gm, 2. mm=gm, 3.gg9g=mg, 4. 9 
7g 4.9 


mg; 
(Q) lL. mm=gm, 2.mm=gm, 3. 99 = mg, mg. 


g = 
g = 
Beweis: Fir (P) 1.: mm=mnm (ic,) = gm (II 1). 
Fir (Q) l.: mm = mnm (Ic,) = gm (II 1). 
Dazu der Quaternalitatssatz 7. 
Axiomablengruppe III, bestehend aus zwei quaternalen Quadrupeln: 
al. mm=m, a2. mm=m™, a3. gg=g, a4. Gg =—4J, 
bl. gm=m, b2. gm=m, b3.mg=g, b4. mg=g. 

Satz 9. Die Axiomablen III sind einander im Rahmen der Axiome I, II 
(und der SchluBregeln G) aquivalent; es geniigt also auch hier, eines von 
ihnen als Axiom zuzufiigen. 

Beweis. Innerhalb der Quadrupel: Quaternalitatssatz 7. Dazu: 

Illa l + IlIb3: mg = mmn (II 1) = mn (Illa 1) = g (II 1); 
IIIb3 + Illa 4: 9g=mng (II 1) = mg (1 c®) = 9 (IIIb 3). 


§ 3. Modalititenstrukturen (Definitionen; allgemeine Eigenschaften). 


Definition (M) der Modalitdtenstruktur und ihrer Stufe. 

Ein Bereich von Gleichheiten zwischen den auf S. 73 (im vorletzten 
Absatz) eingefiihrten Werten mdége eine Modalitaétenstruktur heiBen, wenn 

1. die Axiomablen I, II zu ihm gehdéren, 

2. die SchluBregeln G nicht aus dem Bereich hinausfihren, 

3. kein positiver Wert (S. 73) einem negativen Wert gleich ist, 

4. m nicht gleich g ist. 

Eine solche Modalitétenstruktur mége von p-ter Stufe heiBen, wenn in ihr 

1. jeder Wert einem solchen gleich ist, der sich aus héchstens p Grund- 
werten zusammensetzt, 

2. ein aus p Grundwerten zusammengesetzter Wert vorkommt, der 
keinem kiirzeren gleich ist. 

Eine Modalitatenstruktur hei&t idempotent, wenn in ihr mm = m (IIIa 1) 
und mithin nach Satz9 auch gg = g (IIIa 3) gelten. 


Satz 10. Ein endlicher Bereich von Gleichheiten, der die Axiome I und 
ein Axiomabel II umfaBt und die Bedingung (M 3) erfillt, 14Bt sich stets als 
A xiomensystem einer Modalitatenstruktur auffassen, die mittels der Regeln G 
hervorgeht, sobald nur gezeigt ist, daB m nicht gleich g werden kann. 

Beweis. (M 3) ist fir den hervorgehenden Bereich von Gleichheiten er- 
fallt, denn die Regeln G fihren von Gleichheiten, die (M 3) erfillen, d. h. 
von Gleichheiten zwischen positiven oder zwischen zwei negativen Werten, 
stets auf Gleichheiten derselben Art. 
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Definition der Wertebasis. Unter einer Wertebasis einer Modalititen- 
struktur sei eine Menge paarweise verschiedener, d. h. hier: nicht beweisbar 
gleicher Werte derart verstanden, dai jeder beliebige Wert der Struktur 
einem dieser ,,Basiswerte“ gleich ist. 

Anmerkung. Gem&BS dieser Definition gibt es zu einer Modalititen- 
struktur ,,bis auf Gleichheit** genau eine Wertebasis, genauer: zwei Werte- 
basen sind umkehrbar eindeutig aufeinander abbildbar, wobei zugeordnete 
Werte einander gleich sind. 


Satz 11. Die Wertebasis einer Modalitaétenstruktur enthalt alle sechs 
Grundwerte (genauer: jede Wertebasis enthalt zu jedem Grundwert einen 
gleichen Wert). 

Folgerungen. 1. Ein Bereich von Gleichheiten, der eine Gleichung zwi- 
schen nichtidentischen Grundwerten enthalt, ist keine Modalitatenstruktur. 
2. ,,Die‘‘ Wertebasis einer einstufigen Modalitétenstruktur wird von den 
sechs Grundwerten gebildet. 

Zum Beweis des Satzes 11 geniigt es zu zeigen, dai die Grundwerte in 
einer beliebigen Modalitétenstruktur voneinander verschieden sind. 

Nach (M 3) und (M 4) bleibt nur nachzuweisen, daB keine der Gleich- 
heiten z = m,z = g,n = ™, n = 9, m = G ableitbar ist. Nach dem Quater- 
nalitaétssatz 7 folgen die ersten vier dieser Gleichungen aus einer jeden von 
ihnen; jede fiihrt somit mit G1, 2 auf g =m, entgegen (M4). — m= g fihrt 
nach dem Quaternalitétssatz mit G2 unmittelbar ebenfalls auf g = m. 

Satz 12. —12,. Die Axiome’) I—I]I, d.h. nach den Satzen 4 und 9 zugleich: 
die Axiome I, irgendeines der Axiomablen II und irgendeines der Axio- 
mablen III spannen mit den Regeln G zusammen bereits eine idempotente 
Modalitatenstruktur auf. —12,. Diese ist nicht von endlicher Stufe, d. h. 
auf Grund der genannten Axiome und Regeln reduzieren sich die Werte 
(d.s. die Verkniipfungsreihen von Grundwerten) nicht auf endlich viele. 

Dem Beweis seien eine Definition und einige Hilfssitze vorangeschickt, 
die auch weiterhin noch Verwendung finden werden. 

Rekursive Definition der ,,m-n-Reduzierten‘‘ R eines beliebigen Wertes: 

Rz leer (die leere Verkniipfungsreihe), Rn =n, Rm =m, Rm = nm, 
Rg = nmn, Rg = mn; Rax = Ra- Rz fir einen beliebigen Wert « und einen 
Grundwert z. 

1. Hilfssatz. Ist « = B auf Grund der Axiome I-III und der SchluB- 
regeln G beweisbar, so ist in einer Halbgruppe mit den Elementen m und n 
und den definierenden Relationen 

Rl. an=—l, R2. mm= Mm, 
das ,,Wort** Ra dem Wort Rf gleich. (Statt des Ausdrucks ,,m-n-Wert* 
wird bei Uberlegungen zu den Halbgruppen auch der Ausdruck ,,Wort“ 
gebraucht. ) 

Zum Beweis geniigt es, rechnerisch zu bestatigen: 

1. Auf Grund der Axiome I, II ist fiir jeden beliebigen Wert « = Ra 

2. Daher trifft die Behauptung auf die Axiome I, II, III selbst zu, 


7) Sobald ein Axiomabel in ein Axiomensystem aufgenommen ist, fungiert es als 
Axiom. 
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3. und wenn eine SchluBregel G von y = 6 auf e =€¢ fihrt, so fihrt 
Ry=R6 auf Re= RE (analog fiir die SchluBregeln mit zwei Voraus- 
setzungsgleichheiten). — Die SchluBregeln G sind aber samtlich fir eine 
Halbgruppe giiltig. 

Definitionen zum Bau der in Hilfssatz 1 definierten m-n-Halbgruppe. 
Zwei Zeichen eines ,,Wortes“ sollen derselben ,,n-Abteilung* angehdéren, 
wenn zwischen ihnen kein m steht. Eine n-Abteilung aus ungerade vielen 
n-Zeichen heibe echt. — Zwei m-Zeichen eines ,,Wortes* sollen derselben 
m-Abteilung angehéren, wenn keine echte n- Abteilung zwischen ihnen steht. — 
Eine n-Abteilung, auf die kein m mehr folgt, heiBe ,,abschlieBend‘; ent- 
sprechend: eine m-Abteilung, der kein n vorangeht, heiBe ,,einleitend* 
(beide brauchen offenbar in einem gegebenen Wort nicht zu existieren). 

2. Hilfssatz. Das 2p-gliedrige Wort (nm)? — bei natiirlichem p — ist 
in der in Hilfssatz 1 genannten Halbgruppe nicht auf ein kirzeres Wort 
reduzierbar. 

Zum Beweis geniigt es einzusehen, daB durch Umformungen auf Grund 
der definierenden Relationen R1., R2. kein Wort die Zahl seiner echten 
n-Abteilungen oder die Zahl seiner m-Abteilungen Andert. 

Beweis des Satzes 12. — Die in Satz 12 genannten Axiome I—III er- 
fiillen selbst die Bedingung (M 3); nach Satz 10 erfiillen also alle mittels 
der Regeln G folgenden Gleichheiten diese Bedingung. Nach dem 1. Hilfssatz 
wire bei m= g in der Halbgruppe die Gleichheit m = nmn beweishar, ent- 
gegen der im Beweise des 2. Hilfssatzes ausgesprochenen Behauptung. Daher 
ist auch die Bedingung (M 4) erfillt. Hiermit ist Satz 12, bewiesen. 

Da die m-n-Reduzierten der Grundwerte héchstens ein m-Zeichen ent- 
halten, 148t sich nach dem 1. und 2. Hilfssatz der Wert m? (mit natiirlichem p) 
nicht auf eine Verkniipfung von weniger als p Grundwerten reduzieren. 
Es gilt also auch 12,. 

Satz 13. Isomorphe idempotente Modalitétenstrukturen stimmen tiberein. 

Beweis. Die Abbildung eines Wertes « auf den Wert f bei isomorphen 
Modalitatenstrukturen sei durch « = f abgekirat. 

1. In isomorphen Modalititenstrukturen ist z = z: 

Nach Ax. II 1 ist mn =9. Wire m=z oder n=z, so mibten nach 
Ax. Ia m und g bzw. m und @ auf ein und denselben Wert abgebildet sein; 
die Abbildung ware also nicht umkehrbar eindeutig. Daher ist m + z, n +z. 
Dual erhélt man aus Ax. II3: g +z. 

Entsprechend schlieBt man aus Ax. Il 2 (mn = g) auf m+ z und dual 
aus Ax. I1 4 auf 9 +2. Da z das Bild eines Grundwertes sein muB, bleibt 
nur z = z. 

2. In isomorphen idempotenten Modalitatenstrukturen ist n =n: 

Nach Ax. IIIal ist mm =m. Wire m=n, so miBte nach Ax. Ib 
auch m=z sein; also m+n. Dual erhdlt man aus Ax. Illa 3: g $n. 

Nach (Q 4) ist 99 = mg. Ware gj = n, so miiBte nach Ax. Ib auch mg = z 
sein. Da nun bereits z = z bewiesen ist, miBte mg =z sein. Dies wirde 
aber z= mg =mmg (III la) = mz =m (Ia) nach sich ziehen, was nach 
der 1. Folgerung des Satzes 11 nicht sein kann. Mithin ist g =m. Dual erhalt 
man m+ n. — Da n das Bild eines Grundwertes sein muB, ist n = n. 
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3. In isomorphen idempotenten Modalitétenstrukturen ist m =m uder 
m= g: 

Nach Ax. Illa l ist mm=m. Aus m=m wiirde folgen mm=m, aus 
m = wiirde folgen gg = g. Beides steht im Widerspruch zu (M 3). Daher 
ist m =m, m+gQ. Da m auf einen Grundwert abgebildet sein muB, bleibt 
nach den Absi&tzen 1, 2 dieses Beweises nur: m =m oder m= g. 


4. Bei m =m hat man die identische Abbildung: 


Mit z= 
nach Ax. II 


, n=n, m=m hat man nach Ax.Ilc: m=m und mithin 
g=g und weiter nach Ax. Ic®: 9 = 9. 


to nr 


5. Bei m =g hat man die duale Abbildung: 

Mit z=z, n=n, m=g hat man nach Ax.Ic und Ic®: m=g und 
mithin nach Ax. I12 und II1 4: g=m, daraus weiter nach Ax. Ic® und Ic: 
g=m. Dazu Satz 1,. 

6. Nach Abs. 3, 4, 5 dieses Beweises bleibt als einzige nicht identische 
Isomorphie die Dualitét. Der Quaternalititssatz 7 lehrt, daB diese duale 
Abbildung einerseits fiir jede Modalitatenstruktur méglich ist, andererseits 
jedoch sie in sich selbst tiberfihrt. 


Satz 14.—14,. Zu den Axiomen I—III — genauer (gem&B den Satzen 4 
und 9): zu einem Axiomensystem, das aus den Axiomen I und je einem 
Axiomabel II, III besteht — braucht man, um (mit den Regeln G) eine 
idempotente Modalitatenstruktur von beliebig gegebener Stufe aufzuspannen, 
nur ein einziges Axiom zuzufiigen. —14,. Fir eine Stufe p+1> 1 ge- 
niigt dazu eine der beiden (nach Satz 7 aquivalenten) Gleichheiten: 


Axiomablengruppe X. 1. m?+2?=m?; g? +2 = g? (p> 0). 


Anmerkung: Eine einstufige idempotente Modalitatenstruktur der in 14, 
verlangten Art wird im nachsten Paragraphen ohne Benutzung des allge- 
meinen Satzes 14, in concreto vorgefiihrt werden. 

Beweis des Satzes 14 fiir eine Stufe p+1> 1. (Nach Satz 7 kann 
dabei das Axiomabel 2 1 zugrundegelegt werden.) 

a) Wie im 1. Hilfsatz zu Satz 12 sieht man ein: Ist «@ 6 im neuen 
Axiomensystem beweisbar, so ist in einer Halbgruppe mit den Elementen 
m und n und den definierenden Relationen 

Rl. nn 1, R2. mm=m, R3. (nm)?+? = (nm)? 
das Wort Ra dem Wort R # gleich, und umgekehrt. 

Jede m-n-Reduzierte eines Wertes, Ra, l48t sich auf Grund der Re- 
lationern R1., R 2. in ein solches ,,Wort‘* iberfiihren, in dem die m- und n- 
Zeichen alternieren, und somit weiter gema R 3. in ein Wort, das eine der 
Gestalten hat: 

(1) leer, n, (nm)%, (nm)%-n, n(nm)?%, n(nm)?-n — mit lsqsp+l. 
Dann aber geht « (mit Benutzung von Abs. 1 des Beweises zum Hilfssatz 
auf S. 78 unten) in eine der Gestalten: 

Res a co _ = -nm%—*-g beig>1 
leer, n, m?, m?-n = m?—!-g, n-m~! = m-mI—!, nm2-n : 
| =g bei g= 1 


iiber. Die Modalitaétenstruktur ist also von héchstens p + 1-ter Stufe. — 
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b) Ein Wort mit r < p—1 m-Abteilungen (S. 79) kann durch Anwen- 
dung von R1. und R2. allein nur wieder in ein Wort mit r m-Abteilungen 
iibergefiihrt werden; auf ein solches ist R3. nicht anwendbar. Daher kann 
ein Wort mit r < p—1 m-Abteilungen iiberhaupt nur in ein Wort mit r 
m-Abteilungen iibergefiihrt werden. — c) Irgendein Wort mit ungerade 
vielen m-Abteilungen geht durch Umformungen gema&B R1., R2., R3. stets 
nur in wieder in ein Wort mit ungerade vielen m-Abteilungen iiber. — 
d) Das Wort (nm)?+1! hat p+ 1 m-Abteilungen. Wiirde es sich in ein Wort 
mit weniger m-Abteilungen, d.h. nach c) mit r< p—1 m-Abteilungen 
iiberfihren lassen, so hatte man einen Widerspruch zu b). Daraus folgt: 
m?+1 ist nicht einem kirzeren Produkt aus Grundwerten gleich. 

e) Eine echte einleitende oder abschlieBende n-Abteilung kann nicht 
durch Umformung beseitigt werden. 

f) Die in Satz 14 aufgefiihrten Axiome I—III und & erfillen die Be- 
dingung (M 3). Daher erfillt nach dem Beweise fiir Satz 10 der mit den 
Regeln G aufgespannte Bereich ebenfalls diese Bedingung. — Der zu Anfang 
des Abs. a) eingefiihrte Hilfsatz lehrt, daB bei m=g in der Halbgruppe 
die Gleichheit m= nmn erfillt ware, entgegen e); mithin ist auch (M 4) 
erfiillt. Man hat also im System des Satzes 14, eine Modalitaétenstruktur 
vor sich. Gem&B Abs. d) ist diese mindestens von p + 1-ter Stufe, also nach 
Abs. a) genau von p+ 1-Stufe. — Hiermit ist Satz 14 fiir p +1 > 1 be- 
wiesen. 

Satz 15. Die in Satz 14 angefiihrte q(= p+ 1)-stufige idempotente 
Modalitétenstruktur hat eine aus 4q + 2 Werten bestehende Basis. 

Zum Beweis: Gemaf Abs. a) des Beweises fiir Satz 14 ist jeder Wert 
einem der Werte (1) gleich; die Abs&tze b), c), e) jenes Beweises lehren 
auBerdem, daB diese Werte voneinander verschieden sind. 


§ 4. Die einstufigen idempotenten Modalititenstrukturen. 

Hilfssatz. Jede einstufige idempotente Modalitaétenstruktur l4Bt sich 
durch Zufiigung eines Axioms zur Axiomenbasis I—III (mit den Regeln G) 
erhalten; und zwar werden alle einstufigen idempotenten Modalititen- 
strukturen insbesondere durch Angabe eines Grundwertes, der dem Produkt 
mg gleich sein soll, aufgespannt. 

Beweis. Die Axiomenbasis I—III l4Bt von den 36 Zweierprodukten, 
die sich aus Grundwerten bilden lassen, nur die acht in den Gleichungen (Q) 
des Satzes 8 auftretenden Zweierprodukte unreduziert. Da diese sich zu 
dem quaternalen Gleichheitsquadrupel (Q) ordnen, so geniigt nach dem 
Quaternalitatssatz 7 die Reduktion eines solchen Zweierproduktes auf einen 
Grundwert, um jedes Zweierprodukt und mithin (durch Induktion) jedes 
Produkt, d. h. jeden Wert auf einen Grundwert zu reduzieren; man braucht 
z. B. nur fir mg eine solche Reduktion anzugeben. 

Eine weitere Gleichung « = f, die nicht beweisbar wird, laBt sich nicht 
mehr axiomatisch zufiigen, denn: sei a auf den Grundwert z, # auf den 
Grundwert y reduziert. Falls x und y identisch sind, ist « = B beweisbar, 
falls nicht, so wiirde aus a = f auch x = y folgen, was nach der 1. Folgerung 
zu Satz 11 verboten ist. Daher ist die einstufige Modalitaétenstruktur durch 
Angabe eines Grundwertes fiir mg in unerweiterbarer Weise festgelegt; 
hiermit ist der Hilfsatz bewiesen. 
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Nach einem SchluB aus Abs. 2 des Beweises fiir Satz 13 ist mg = z ver- 
boten. Es bleiben also héchstens zwei einstufige Modalitatenstrukturen, 
die sich durch die Forderung mg = m bzw. mg = g charakterisieren lassen. 
Die beiden zugehdérigen, konkurrierenden Axiomablengruppen IV, V ent- 
sprechen einander dual in den rechten Seiten der betreffenden Gleichungen; 
jede umfaBt zwei quaternale Quadrupel. 


Axiomablengruppe IV. Axiomablengruppe V. 
al. mm m, a2. mm m. al. mm g, a2. mm q; 
a3. gg=g, a4. gg =—g, a3. gg=m, a4. gg =™m, 
bl. gm m, b2. gm m, bl. gm=g, b2. gm q; 
b3. mg=g, b4. mg = gq, b3. mg =m, b4. mg = m. 


(Bemerkungen zur Interpretation werden demnichst an anderer Stelle folgen.) 
Anmerkung. Das System III, IV und ebenso das System III, V geben 
fiir alle Zweierprodukte echter Grundwerte einen Grundwert an; mit I, 


Il zusammen hat man fiir jedes Zweierprodukt von Grundwerten einen 
Grundwert. 


Satz 16. Im Rahmen der Axiome I, II allein — ohne III — sind alle 
\xiomablen der Gruppe IV und ebenso diejenigen der Gruppe V einander 
iquivalent; es geniigt also, eine Gleichung IV oder eine Gleichung V als 
neues Axiom anzufiigen. 


Jeweis. Innerhalb der Quadrupel: Quaternalititssatz 7. Dazu: 


IVa 3~+-IVb4 und ebenso Va 3~-- Vb4 nach (Q) 3 (S. 77). 


Satz 17. Aus jedem Axiomabel der Gruppe IV und ebenso aus jedem 
der Gruppe V folgen — im Rahmen der Axiome I, II — alle Axiomablen 
der Gruppe III. 

Beweis. Nach den Satzen 9 und 16 geniigt es zu 


zeigen: Illal folgt aus 
IV und ebenso aus V. 


mm =mmm (1Va 2) = mm (1Va 1) m (1Va 2). 
mm gg:m (Va 4) gg (Vb 2) m (Va 4). 

Satz 18. Jede der Axiomenbasen I, II, 1V und I, II, V (mit Regeln G) 
spannt eine idempotente Modalitaétenstruktur auf, d. h. (gemaB den Satzen 4, 
9, 16) ausfiihrlich: Die Gleichheiten, die aus den Axiomen I, einem Axio- 
mabel Il und einem Axiomabel IV oder V beweisbar werden, erfiillen die 
Definition (M) und umfassen die Axiomablen der Idempotenz IIIa 1, 3. 


Bezeichnung. Die von I, II, IV aufgespannte Modalitaétenstruktur mége 
die ,,erste Sechsmodalititenstruktur‘’ heiBen, die von I, II, V aufgespannte 
die ,,zweite Sechsmodalitdtenstruktur‘’ (in beiden Fallen besteht gema&B der 
2. Folgerung zu Satz 11 die Wertebasis aus den sechs Werten z, m, g, 
n, ™, @). 

Beweis des Satzes 18. Erster Teil: zum System I, II, IV. 

Wie im Beweise zu Satz 12 erhalt man: ist « f auf Grund der Axiome I, 
Il, 1V und der SchluBregeln G beweisbar, so ist in einer Halbgruppe mit den 
Elementen m und n und den definierenden Relationen 


Rl’. nn l und R 2’. nmnm m (analog zu 1Va 2) 


das ,,;Wort’’ Ra dem Wort R£# (Def. S. 78) gleich, und umgekehrt. 
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(Anmerkung. Satz 17 zeigt tibrigens in diesem Zusammenhang, da8 in 
einer Halbgruppe mit den definierenden Relationen R 1’., R 2’. das Produkt 
mm auf m reduzierbar ist, was sich auch unschwer direkt einsehen laBt). 

Man ersieht nun: 


1. bei keiner der Umformungen, die auf Grund der definierenden Re- 
lationen gestattet sind, andert sich die Gerad- bzw. Ungeradzahligkeit der 
Anzahl der echten n-Abteilungen, 

2. bei keiner dieser Umformungen 4ndert sich die Echtheit bzw. Unecht- 
heit der abschlieBenden n-Abteilung. 

3. keine der Umformungen gestattet, in ein Wort, das das m-Zeichen 
nicht enthalt, ein solches hineinzubringen. 

Diese drei Tatsachen lehren: die m-n-Reduzierten der Grundwerte lassen 
sich paarweise nicht ineinander tiberfiihren, — insbesondere ist also (M 4) 
erfiillt. 

(M 3) ist nach Satz 10 ebenfalls erfiillt. 

Zweiter Teil des Beweises: zum System I, II, V. 

Man hat hier die definierenden Relationen 

R11”. nn=1, R2’’. mnmn =m (analog zu Vb 3). 


Der Beweis verlauft ganz entsprechend wie im ersten Teile; in Abs. 2 ist 
statt der abschlieBenden n-Abteilung die einleitende heranzuziehen. 


Satz 19:—19,. Die von den Axiomenbasen I, II, IV bzw. I, II, V (mit 
den Regeln G) aufgespannten Modalitétenstrukturen — die ,,erste’* bzw. 
»zweite Sechsmodalitétenstruktur’* — sind die einzigen einstufigen idem- 
potenten Modalitaétenstrukturen. — 19,. Diese beiden Modalititenstrukturen 
sind nicht isomorph. 

Beweis. — 19, folgt aus den Saétzen 18 und 16 mit dem 1. Absatz von S. 82. 

Wenn die beiden Strukturen iibereinstimmen wiirden, so hatte man 
aus IVa 2 und Va 2: m = g, im Widerspruch zu (M4). Nun folgt 19, mit 
Satz 13. 


§ 5. Die zweistufigen idempotenten Modalititenstrukturen. 


Die Axiomenbasis I—III (mit SchluBregeln G) l4Bt, wie im vorigen 
Paragraphen bereits erwihnt wurde, lediglich diejenigen acht Zweierpro- 
dukte von Grundwerten offen, die durch die Gleichheiten (Q) des Satzes 8 
miteinander verbunden sind. Jede iiberhaupt erlaubte Gleichsetzung eines 
dieser Werte mit einem Grundwert fiihrt (wie im Beweis des Hilfssatzes, 
der den § 4 einleitet, gezeigt wurde) auf eine einstufige Struktur. Daher 
bleiben alle diese Produkte in einer mehrstufigen idempotenten Modalitaten- 
struktur ungekiirzt. Es erscheint in mancher Hinsicht zweckmaSig, kurze 
Symbole und Bezeichnungen fiir sie einzufihren: 

Abkiirzungen: 

Dl. w=mm = gm (Q 2) D2. s = 9g = mg (Q 4), 
D3. 6 = mm = gm (Q1) D4. 3=g99 = mg (Q 3). 


w, d. i. unméglich unméglich = gewiB méglich (notwendig mdglich) sei kurz 
als ,,widerspruchsfrei“‘ (unwiderlegbar), 8, d. i. médglicherweise gewiB (még- 
licherweise notwendig) als ,,stringenzfahig‘’ bezeichnet. 

6* 
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w und 8 sind definitionsgema4B8 dual zueinander; daher erkennt man mit 
Benutzung des Satzes 1, unmittelbar: 


Satz 20.— 20,. Auf Grund der Definitionen D und der Axiome I, II (mit 
Regeln G) gelten die folgenden Gleichheiten samt den ihnen durch Verneinung 
zugeordneten: 


(S) w= 8n, 8= wn; wm 8m, 89 = WIJ; gu = MB, ms = G3; 

(T) mw mgm sm ( gw wm), gs gmg wg (= ms 89). 
20,. Auf Grund der Definitionen D und der Axiome I—III (mit Regeln G) gilt 
(U) wm =w = gw (nimlich wm =gmm=gm=ggm =—gw), dualsg =s = ms. 


(Anmerkung. Die systematische Ersetzung jedes w, s durch die beiden 
es definierenden Zweierprodukte liefert tibrigens die Formeln (P), (Q) des 
Satzes 8 zuriick.) 

Hilfssatz. Jede zweistufige idempotente Modalitétenstruktur ]48t sich 
durch Zufiigung eines Axioms zur Basis I—III (genauer: zu einer Basis, 
die aus den Axiomen I und je einem Axiomabel II, III besteht) — sowie 
eventuell der weiteren Gleichheit w = s — mit den Regeln G erhalten, 
und zwar werden alle zweistufigen idempotenten Modalitaétenstrukturen ins- 
besondere z. B. durch Angabe eines Grundwertes oder Produktes zweier 
Grundwerte, der bzw. das dem Dreierprodukt mw (= mmm) gleich sein 
soll, erzeugt. 

Beweis. Man erkennt bei Durchsicht aller Axiomabeln I—III und der 
Gleichheiten (S), (U), daB lediglich diejenigen Zweierprodukte aus einem 
Grundwert und einem der Werte w, w, 8s, 8 — und somit auch lediglich die- 
jenigen Dreierprodukte aus Grundwerten nicht auf héchstens zwei Grund- 
werte reduzierbar sind, die durch die Gleichheiten (T) oder durch die bei 
Verneinung daraus entstehenden Gleichungen verbunden sind. 

Jede zweistufige idempotente Modalitatenstruktur mu8 insbesondere 
fiir mw eine Reduktion auf ein Zweierprodukt aus bloBen Grundwerten 
angeben; gem48 den Gleichungen (T) und dem Quaternalitatssatz 7 hat man 
dann fiir jedes Zweierprodukt aus einem Grundwert und einem der Werte 
w, W, 8, 3 eine Reduktion auf ein Zweierprodukt aus Grundwerten; somit 
hat man fiir jedes Dreierprodukt und itiberhaupt fiir jedes Produkt eine 
Reduktion auf einen Grundwert oder ein Produkt von zwei Grundwerten. 

Es ist zu fragen, ob sich noch eine weitere nicht beweisbare Gleichung 
a = B als Axiom zufiigen l48t. Man hat bereits eine Reduktion « = x (wo 
x Grundwert ist) oder « = w, W, 8 oder 3, entsprechend Pf = y (wo y Grund- 
wert ist) oder § = w, W, 8 oder 3. — Bei a = x, 8 = y wiirde x = y folgen; 
diese Gleichung ist nach der 1. Folgerung des Satzes 11 entweder schon 
beweisbar oder widerspruchsvoll. — Bei « x, B w, Ww, 8 oder 3 hat man 
x =w, W, 8 oder 3; die Struktur wird dann einstufig (wie man mit dem 
Quaternalitatssatz erkennt). Der Fall « = w, W, 8 oder 3, 6 = y ist ent- 
sprechend. — Es bleibt der Fall « w, W, 8 oder 3, B w, W, 8 oder 3%. 
Wenn beide Male rechts derselbe Wert steht, ist a = 8 beweisbar. Sonst 
bleibt nach (M 3) nur die Méglichkeit w 8 bzw. W 3 abrig; die letztere 
Gleichung ist nach G4 und Satz 1, der ersteren Aquivalent. Wenn also 
eventuell noch w = 8 als Axiom zugefiigt wird, ist keine nicht beweisbare 
Gleichheit mehr zufiigbar. Hiermit ist der Hilfssatz bewiesen. 
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Gema8 (M 3) kommen fiir mw nur positive Werte in Frage, an kiirzeren 
Produkten also nur die Grundwerte z, m, g und die Zweierprodukte w, s. 
wiirde nun aber auf 
mw (IIIal) =z 


fiihren, was nach der 1. Folgerung zu Satz 11 nicht sein kann. 


Die Forderung mw = z 
m= mz (la) = mmw = 

Die Forderung mw - 
tivitat 9m - 


- g liefert (iiber mw = 
mg, namlich: 


g) zunichst die Kommuta- 


mwm = mmmm (D 1) 


gm (IIIb 2) 
Daher bleiben héchstens solche zweistufigen idempotenten Modalitaten- 


gm mmw (D1) = mg; 


hiermit ist m mg =g (IIIb 4), entgegen (M 4). 


strukturen, die sich durch die Forderungen mw =m, = w bzw. s cha- 
rakterisieren lassen. 
Axiomablengruppe VI. 
al. mw =m, a2. gs =g, 
bl. sm m, b2. wg =g, 
cl. wm = mM, c2. eg =49, 
dl. gwu=™M, d2.ms=g9 
samt den durch Verneinung hervorgehenden Gleichheiten a 3—d3 und 
a 4—d 4. 
Axiomablengruppe VII Axiomablengruppe VIII. 
al. mw w, a2. gs 8, al. mw &, a2. gs w, 
bl. sm w, b2. wg 8, bl. sm 8, b2. wg Ww, 
cl. wm=wt, c2. 8g =4, cl. wm =%, c2. sg =U, 
dl. go=@, d2. mé =4, dl. gu=3, d2. m8=W 
samt den durch Verneinung hervorgehenden Gleichheiten a 3—d3 und 
a 4—d 4. 


Anmerkungen. 1. Die Axiomablen sind hier unter Heranziehung der 
Werte w, 8s ausgedriickt. Bei Beschrankung auf die Grundwerte 
wiirde man die folgende Gestalt der Axiomablen haben: 


neuen 


VI. VII. VIII. Vi. VE. ViEb. 
el. mmm = e 2, 999 = 
fl. mgm = | { 2. gmg = 
gl. gma m u 8 g2. mg@ = g 8 u 
Ll. ggm= h 2. mmg = 
samt den durch Verneinung hervorgehenden Gleichheiten e 3 — h3 und 
e4— h 4. 


2. Die Systeme der Gleichheiten III, VI sowie III, VII und III, VIII 
geben fiir jedes Produkt aus drei echten Grundwerten einen echten Grund- 
wert oder ein Zweierprodukt aus Grundwerten an. In allen drei Fallen hat 
man zusammen mit I, II fiir jedes Produkt aus drei Grundwerten eine Reduk- 
tion auf einen kiirzeren Wert; falls es sich um Modalitatenstrukturen handelt, 
sind sie héchstens zweistufig. 

3. Das Axiom VI e 3 ist von der Gestalt des Ax. 2 1 mit p = 1. 

(Bemerkungen zur Interpretation der Axiomablengruppen VI—VIII 
werden demnichst an anderer Stelle folgen.) 
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Satz 21. Im Rahmen der Axiome I, II allein (und der Regeln G sowie 
der Definition D) sind alle 16 Axiomablen der Gruppe VI, ebenso alle 16 Axio- 
mablen der Gruppe VII und endlich alle 16 Axiomablen der Gruppe VIII 
einander A4quivalent; es geniigt also, eine Gleichheit aus einer dieser Gruppen 
dem Axiomensystem I—III als Axiom anzufiigen. 

Dies ist eine Folge des Quaternalitatssatzes und der Gleichheiten (T) 
aus Satz 20 (fiir die Axiomablen a—d) bzw. der Gleichheiten (Q) aus Satz 8 
(fiir die Axiomablen e—h). 

Satz 22. Bei Heranziehung der Definition D folgen: 


1. alle Axiomablen VI aus jedem der Axiomablen IV oder V, 
2. alle Axiomablen VII aus jedem der Axiomablen IV, 
3. alle Axiomablen VIII aus jedem der Axiomablen V. 


Beweis: Quaternalititssatz 7. Dazu: 


fir 1. VI e 1 folgt aus I1V.: mmm mm (1V al) m (IV a2), (*) 
Vil el folgt aus V.: mmm mg (V a 2) m (V b 3), (**) 
fiir 2. w mm (D 1) m (IV a 2) mmm (nach (*)) mw (D1), 


fiir 3. 8 gg (D2) m (V a 4) mmm (nach (**)) = mw (D1). 

Satz 23. Die Axiomablen VI, VII, VIII sind von den Axiomablen I 
bis III im Rahmen der SchluBregeln G unabhangig. 

Dies folgt unmittelbar auf Grund der Anmerkung 2 S.85 und des 
Satzes 12, 

Saiz 24. Jedes der 48 in VI, VII, VIII angefiihrten Axiomablen a bis d 


fihrt im Rahmen der Axiome I—III (und Regeln G) auf das Gleichheits- 
quadrupel 


x 


ww w, ww Ww, 88 8, 88 
Beweis. ww = mmmm (D1) = gnwm (II und D1) = gem = gmw (Glei- 
chung (T) aus Satz 20) gm (Vial) w (D1); 
gw (Vilal) w (U); 
| —gs (VIII a1) =w (VIII a 2). 


Dazu der Quaternalitatssatz. 


Satz 25. Jede der Axiomenbasen I—III, VI bzw. I—III, VII bzw. 


I—III, VIII — genauer: jede Axiomenbasis, die aus den Axiomen I, je 
einem der Axiomablen II, III und weiter aus einem der Axiomablen VI, 
VII oder VIII besteht — spannt mit den SchluBregeln G eine zweistufige 


idempotente Modalitatenstruktur auf, die auBer den sechs Grundwerten 
noch die vier Werte w, @, 8s, 3 (und sonst keine) zu Basiswerten hat. 

Bezeichnung. Die Gesamtheiten von Gleichheiten, die aus den genannten 
Axiomenbasen entflieBen, seien ..die erste, zweite bzw. dritte Zehnmodalitidten- 
struktur** genannt. 

jeweis. Nach Satz 10 bleibt nur zu zeigen, daB die zehn Werte z, Z n, 
m, ™, J, J, W, W, 8, 8 nicht auf Grund der Axiome und SchluBregeln gleich 
werden kénnen. 

a) Wie im Beweise zu Satz 12 erhalt man: Ist « 6 auf Grund der ersten 
bzw. zweiten bzw. dritten Axiomenbasis und der Regeln G beweisbar, so 
ist in einer Halbgruppe mit den Elementen m und n das Wort Ra dem 
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Wort R £ gleich (R die m-n-Reduzierte S. 78), sofern man als definierende 
Relationen zugrundelegt: Rl. nn = 1, R2. mm =m und 


im ersten Falle R3,: mnmnm =m (anschlieBend an VI e 1), 
im zweiten Falle R3,: mnmnm = nmnm (anschlieBend an VIIe1 und D 1), 
im dritten Falle R3,: mmmnm = mnmzn (anschlieBend an VII1e 1 und D 2). 

Es bleibt nun zu zeigen: 

b) In den genannten Halbgruppen sind die zehn Reduzierten 1, n, m, 
nm, AMNn, MN, RMNM, MnM, mMnmn, nmnmn nicht ineinander tiberfiihrbar. 
Beweis von b in der ersten Halbgruppe. 

1. Ein Wort mit einer ungeraden Anzahl echter n-Abteilungen (S. 79) 
kann nur wieder in ein Wort mit einer ungeraden Anzahl echter n-Abtei- 
lungen iibergehen. 

2. Die Echtheit bzw. Unechtheit der einleitenden und ebenso der ab- 
schlieBenden n-Abteilungen andert sich nicht. 

3. Ein Wort, das m-Zeichen enthalt, geht stets in ein Wort derselben 
Eigenschaft iiber. 

1., 2. und 3. fiihren auf die Behauptung b. 

Beweis von b in der zweiten Halbgruppe. 

1’. Die Anzahl echter n-Abteilungen bleibt bei jeder Umformung eines 
Wortes erhalten. 

2’. Die Echtheit bzw. Unechtheit der abschlieBenden n-Abteilungen 
andert sich nicht. 

3’. Ein Wort, das héchstens eine m-Abteilung enthalt, ist nur nach R 1, 
R 2 umformbar und daher nur in ein Wort mit derselben Anzahl (0 bzw. 1) 
von m-Abteilungen iiberfiihrbar. 

1’. 2’. und 3’. fiihren auf die Behauptung b. 

Beweis von b. in der dritten Halbgruppe entsprechend. Es ist lediglich 


in 2’. die einleitende statt der abschlieBenden n-Abteilung heranzuziehen. 


Satz 26. Die Forderung VI e 3: mmm = m, die die Gestalt des Axioms 
2 1 mit p = 1 hat (Anm. 3, S. 85), ist im Rahmen der Axiome I—II1 und 
der Regeln G nicht durch mm z oder durch mmx = x ersetzbar. 

Beweis. Mit mmax= zx ist mm=z, also nach (Q 2) des Satzes 8: gm =z 
und weiter nach Satz 7: mg =z. Dies ist nach einem SchluB in Abs. 2 des 
Beweises zu Satz 13 fiir Modalitatenstrukturen ausgeschlossen. — Nun Satz 25. 


Saiz 27. — 27,. Fiigt man den Axiomen der zweiten oder der dritten 
Zehnmodalitatenstruktur — d.h. den Axiomen I, je einem Axiomabel II, 
III und einem Axiomabel VII oder VIII — noch als Axiom IX die Gleich- 
heit w =s an, so erhalt man eine zweistufige idempotente Modalitaten- 
struktur, die auBer den sechs Grundwerten nur noch die beiden Grundwerte 
w, @ zu Basiswerten hat. — 27,. Diese Modalitétenstruktur wird ebenso 
von der Axiomenbasis I—III, VII, VIII — genauer: von den Axiomen I 





und je einem Axiomabel II, III, VII, VIII aufgespannt. 

Bezeichnung: Die so eingefiihrte zweistufige Modalitétenstruktur heife 
die ,,Achtmodalitdtenstruktur“. 

Beweis. 27, ist eine unmittelbare Folge von 27,, da die Axiome VIIa 1, 
Villa 1 auf w = s fihren und umgekehrt aus jedem von ihnen mit w= s 
auch das andere folgt. 











ARNOLD ScHMIDT: 


Beweis von 27,. Nach Satz 10 bleibt nur zu zeigen, daB die acht Werte 


2,3 n,m, M, g, g, w (= 8), W (= 3) nicht auf Grund der Axiome und SchluB- 
regeln gleich werden kénnen. 

a) Wie im Beweise zu Satz 12 erhalt man: Ist « = #8 auf Grund der in 
Satz 27, aufgefiihrten Axiome und der Regeln G beweisbar, so ist in einer 
Halbgruppe mit den Elementen m, » das Wort Ra dem Wort R f gleich 
(R die m-n-Reduzierte S. 78), sofern man als definierende Relationen zu- 
grunde legt: 


Rl’. an l, R2’’. mm m, R3’”’. mumnm nmnm mnmn. 
Es bleibt zu zeigen: 


b) In der genannten Halbgruppe sind die acht Reduzierten 1, n, m, nm, 
nmn, mn, nmnm (= mnmn), mnm nicht ineinander iberfihrbar. 

1. Die Anzahl echter n-Abteilungen bleibt bei jeder Umformung eines 
Wortes gerade bzw. ungerade. 

Ein Wort, das héchstens eine m-Abteilung enthalt, ist nur nach R 1’”., 
R 2’. umformbar; daher andert sich bei Umformung eines solchen Wortes 

2. weder die Anzahl (0 bzw. 1) der abschlieBenden und der einleitenden 
echten n-Abteilungen 


« 


3. noch die Anzahl (0 bzw. 1) der m-Abteilungen. 

Aus 2., 3. folgt, daB die ersten sechs genannten Reduzierten (die den 
Grundwerten entsprechen) voneinander und von den beiden letzten Redu- 
zierten verschieden sind. Nach 1. sind die beiden letzten Reduzierten von- 
einander verschieden. 


Satz 28. — 28,. Die vier in Satz 25 und Satz 27 eingefiihrten Modali- 
tatenstrukturen sind die einzigen zweistufigen idempotenten Modalitiaten- 
strukturen. — 28,. Keine zwei von ihnen sind isomorph. — 28,. Von den 


drei Zehnmodalitatenstrukturen ist keine in der anderen enthalten. Die 
erste Zehnmodalitatenstruktur ist nicht in der Achtmodalitatenstruktur 
enthalten. (DaB die Achtmodalitatenstruktur in keiner Zehnmodalitaten- 
struktur enthalten ist, ist trivial; ebenso ist nach 27, evident, daB die 
zweite und dritte Zehnmodalitatenstruktur in der Achtmodalitaétenstruktur 
enthalten sind.) 

Beweis fiir 28,. Nach dem Hilfssatz dieses Paragraphen kime auBer den 
eingefiihrten Modalitatenstrukturen zunachst nur noch eine solche in Be- 
tracht, die aus der ersten Zehnmodalitatenstruktur durch Zufiigung von 
w=s entsteht. Fir diese wiirde aber gelten: gm = w(D 1) = gw (Glei- 
chung U) gs =g (Ax. VIa 2). D.h. Ax. Vb 1 ist ableitbar; die Struktur 
ist einstufig. 

Beweis fiir 28,. 

l. Die erste Zehnmodalitaétenstruktur stimmt nicht mit der zweiten 
iiberein: 

Wiirden die beiden genannten Strukturen itibereinstimmen, so wiirde 
aus Vial und Vilal folgen m w, d.h. nach Dl: m = gm, d.i. Ax. 
IV bl. Die betreffende Struktur ware einstufig, im Widerspruch zu Satz 25. 

2. Die erste Zehnmodalitaitenstruktur stimmt nicht mit der dritten 
iiberein: 
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Wiirden die beiden genannten Strukturen iibereinstimmen, so wiirde aus 
Vilal, VIIIlal und D2 folgen: m = mg, d.i. Ax. Vb3. Die betreffende 
Struktur ware einstufig, entgegen Satz 25. 

3. Die zweite Zehnmodalitatenstruktur stimmt nicht mit der dritten 
iiberein: 

Wiirden diese Strukturen namlich iibereinstimmen, so wiirde nach Ax. 
Vilal, VIIlal folgen: w = s, im Widerspruch zu der in Satz 25 angegebenen 
Wertebasis, die die Werte w und s als verschieden enthalt. 

4. Keine der Zehnmodalitaétenstrukturen stimmt — wiederum wegen der 
Verschiedenheit von w und s — mit der Achtmodalitaétenstruktur tberein. 

Nach Satz 13 sind daher keine zwei von den vier betrachteten Struk- 
turen isomorph. 

Beweis fiir 28,. Unter der Annahme, daB eine der Zehnmodalitaten- 
strukturen in einer anderen enthalten sei, gelangt man fiir die enthaltende 
Struktur wie in den Abs. 1—3 des Beweises fiir 28, zum Widerspruch. — 
Die Annahme, daB die erste Zehnmodalitétenstruktur in der Achtmodali- 
titenstruktur enthalten sei, fihrt (da ja die zweite Zehnmodalitatenstruktur 
in ihr enthalten ist) zum selben Widerspruch. 
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Modulformen zweiten Grades und Dirichletreihen. 
Von 


Hans Maass in Heidelberg. 


Der vorliegende Aufsatz enthalt erste Ansitze, um die von C. L. S1rGE.') 
eingefihrten Modulformen héheren Grades in die HEckEsche Theorie?) der 
DrRicHLETschen Reihen, die gewissen Funktionalgleichungen geniigen, ein- 
zubeziehen. Da es mir zweckmaBig erscheint, zundichst einmal den ein- 
fachsten nicht-trivialen Fall gesondert darzustellen, beschranke ich mich hier 
auf die Betrachtung der Modulformen zweiten Grades. Es zeigt sich, dab 
jeder solchen Modulform mit Hilfe der MELLINschen Integraltransformation 
ein System von Dirichletreihen zugeordnet werden kann. Diese lassen 
sich in die ganze komplexe Ebene analytisch fortsetzen und geniigen er- 
wartungsgem48 gewissen Funktionalgleichungen. Die Art des Vorgehens 
wird durch zahlreiche Analogien zwischen den HILBERTschen und SIEGEL- 
schen Modulformen nahegelegt; d.h. man braucht nur die Methode, mit 
der E. Hecke*) aus den Thetareihen der reellen quadratischen Zahlkérper 
die zugehérigen Zetafunktionen mit GréBencharakteren abgeleitet hat, 
auf die Modulformen zweiten Grades sinngem&B zu iibertragen. An Stelle 
der GréBencharaktere treten jetzt Funktionen, die sich aus gewissen auto- 
morphen Wellenfunktionen der hyperbolischen Ebene in ahnlicher Weise 
ableiten lassen wie die GréBencharaktere aus der Exponentialfunktion. Die 
Frage, ob die einer Modulform zweiten Grades zugeordneten Reihen diese 
eindeutig bestimmen, bleibt offen. Hierzu bedarf es noch einiger Hilfsmittel 
aus der Eigenwerttheorie partieller Differentialgleichungen, die offenbar 
nicht ganz billig zu haben sind. 

Wir bringen die wichtigsten Schritte, die zur Aufstellung der Zeta- 
funktionen mit GréBencharakteren fiihren, in Erinnerung, um die Analogie 
mit den folgenden Entwicklungen sinnfallig vor Augen zu haben. 

Es sei K ein reeller quadratischer Zahlkérper mit der Grundeinheit ¢ > 1 
und «> uw’ der von der Identitaét verschiedene Automorphismus des Koér- 
pers K. Bekanntlich stellt die Thetareihe 
(1) D(z, t’) = SF cfe's tne’), 

“ 
in der ¢ eine gewisse von K abhingige Konstante bezeichnet und mu gewisse 
ganze Zahlen in K durchlauft, eine Modulform zu einer Untergruppe der 
HiLBEeRTschen Modulgruppe des Kérpers K dar. An Stelle von y = $m 1, 
y’ = 3m 7’ fihrt Hecke die Variablen u,v durch die Gleichungen 
(2) y=u e2vioge : y' = ywe—2vloge 
ein, um eine Invarianz gegeniiber der Transformation (y, y’) > (ye*, y’ e’*) 
mit dem Prinzip der Fourierentwicklung in Verbindung bringen zu kénnen. 
1) Srecex, C. L.: Math. Ann. 116, 617 (1939). 
*) Hecke, E.: Math. Ann. 112, 664 (1936). 
3) Hecke, E.: 1. Mitt. Math. Z. 1, 357 (1918); 2. Mitt. Math. Z. 6, 11 (1920). 
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Alsdann liefert die Mellintransformation die in v periodische Funktion 


(3) E(s,v)=[[O(iy,iy’)—aJut—tdu 
0 
: 


—#8 J" (s) Zz (yu? e2vloge 4 ye 2 ¢—2vloge)~* 
“ 


Hierin ist a, das konstante Glied der Thetareihe. & (s, v) hat die Periode 1: 
E(s,v + 1) = & (s, v) 


und stellt eine Epstrernsche Zetafunkticn dar, wenn man vom Faktor c—* I" (s) 
absieht. Die Fourierkoeffizienten §&,(s) der Funktion §& (8, v) bestimmen 
diese, also auch # (rt, t’) umkehrbar eindeutig; denn es ist 


a+ic 
Pi sata ‘ Ble o\a-tde 
B (iy, ty’) — d= 7 | E(s,v)u-*ds. 
o ic 
Man erhalt explizit 
1 an 
£ * & § fap _n + A (pf) 
(4) &, (s) = f{ E (8, v) e~27'**°dy = A* I'(s,n) » f - 
0 (u) Rul 
mit 
ni 
9 ga is 
5 A (mu) * —| loge 
(9) 4) i 


und einem gewissen elementaren Faktor A* J" (s,n). Die Summation ist iiber 
gewisse Hauptideale (mu) zu erstrecken. Die Reihe 


(6) a A” (p) 
@ |Nyu)* 

stellt eine Zetafunktion von K einfachster Art zum GréBencharakter 2” dar. 

Bei der Durchfiihrung der entsprechenden Theorie fiir die Modulformen 
zweiten Grades ist ein Umstand von entscheidender Bedeutung, der in 
der Heckeschen Theorie*) kein Analogon besitzt: Um zu einer gegebenen 
Modulform zweiten Grades Dirichletreihen mit Hilfe der Mellintransfor- 
mation konstruieren zu kénnen, geniigt es nicht, wenn man aus der Fourier- 
entwicklung der Modulform das konstante Glied (entsprechend ap in (3)) 
herausnimmt, sondern es sind auch alle diejenigen Glieder auszusondern, 
die zu Exponentenmatrizen vom Rang 1 gehéren. Die ausgeschlossenen 
Koeffizienten haben auf die Bildung der Dirichletreihen einen erkennbaren 
EinfluB insofern, als sie die Residuen in den endlich vielen méglichen Polen 
erster Ordnung eindeutig bestimmen. Um die Art dieser Abhangigkeit fest- 
zustellen, ist von den Ergebnissen der Heckeschen Theorie*) weitgehend 
Gebrauch zu machen. Das ist nicht sonderlich tiberraschend, wenn man 
bedenkt, daB jeder Modulform zweiten Grades eine solche ersten Grades 
durch einen einfachen Grenzproze8 eindeutig zugeordnet werden kann, und 
wenn man ferner beachtet, da& die Fourierkoeffizienten dieser Modul- 
form ersten Grades mit den Entwicklungskoeffizienten der Form zweiten 
Grades iibereinstimmen, die bei der Aufstellung der Dirichletreihen aus- 
zulassen sind. Allgemein kann jetzt schon gesagt werden, daB die Theorie 
fiir die Modulformen (n — 1)-ten Grades vollstandig durchgebildet sein muB, 
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wenn man zu Modulformen n-ten Grades iibergehen will. D. h. man wird 
das Prinzip der vollstindigen Induktion nach m in wesentlichen Punkten 
anwenden miissen. 

Im Raum der positiven symmetrischen Matrizen zweiten Grades erweist 
sich die Parameterdarstellung *) 


1 1 


uxy 
uxy- uy 


ey y u(z?+ y¥*)y 
(7) } (u>0, y>QO) 
als geeignet, um zu einfachen analytischen Ausdriicken zu gelangen, mit 
denen die im Verlauf der Untersuchung notwendigen Operationen durch- 
gefiihrt werden kénnen. Die metrische Fundamentalform 


(8) ds? i Sp ( Y-'d Y)? 
die gegeniiber den Transformationen 

Y>UYU' (U reell, |U| +0) 
bekanntlich invariant ist, nimmt hier die Gestalt 


(9 1s? du® dvtdy* 
? as* - T 


? 


u* y* 

an. Mithin kann die Flache | Y| =u? =1 als ein Modell der hyperbolischen 
Ebene angesehen werden. U bezeichne eine reelle Matrix zweiten Grades 
mit der Determinante + 1; ferner sei t= 2+ iy. Dann sind Y > U YU’ 
und t + U(r) verschiedene Darstellungen ein und derselben hyperbolischen 
Bewegung 


§ 1. Aufstellung der Dirichletreihen. 


Wir bezeichnen mit groBen lateinischen Buchstaben zweireihige qua- 
dratische Matrizen; insbesondere sei E die Einheitsmatrix und O die Nulli- 
matrix. Geniigen die ganzzahligen Matrizen A, B,C, D den Beziehungen 

A B’ BA’, CD’ =DC'", AD'—BC'=E, 
dann stellt 


AB 
_—? (c D) 


eine Modulsubstitution zweiten Grades dar. Die Gesamtheit dieser Sub- 
stitutionen bildet beziiglich der Matrizenmultiplikation eine Gruppe M,, die 
SreGELsche Modulgruppe zweiten Grades. Der Raum § der symmetrischen 
komplexen Matrizen zweiten Grades mit positivem Imagin4rteil: 

y Zo 2 , ° - XZ =z » 0 4 
(10) Z=(2B)=X+i¥, X Sh ), ¥=(™ y)>0 

2 22) % 7) %, Y2 

wird durch die Substitutionen o C M, vermége 
(11) o(Z) = (AZ + B) (CZ + D)- 
in sich tibergefiihrt. Sei allgemein 


R(Q)J= VRQ =[(Q')R und abs (R) Betrag der Determinante |R 


Offenbar haben die Matrizen (7’'[U]) Y und T({U] Y) dieselbe Spur; denn 
sie gehen durch zyklische Vertauschung der Faktoren auseinander hervor. 


*) s. auch C, L. Srecei: Amer. J. Math. 65, 1 (1943), insbesondere Lemma 6. 
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Sp(T [(U] Y) ist also unabhangig davon, ob [U] als Rechtsoperator von T 
oder Linhsupe rator von Y aufgefaBt wird. 

Ein Fundamentalbereich %, von M, in § wird nach Srecex!) durch 
folgende Ungleichungen beschrieben: 

l. abs (CZ + D)=1 fir alle zweiten ,,Matrizenzeilen‘‘ C,D von Mo- 
dulsubstitutionen zweiten Grades. 

2.0<2y, < yo S y (Mrxxowskische Reduktionsbedingungen). 

3. $< 2, <} fir »=9, 1, 2. 

Es sei k eine natiirliche Zahl und v(o) ein abelscher Charakter von M,. 
Unter einer Modulform (zweiten Grades) der Dimension — k zum’ Multipli- 
katorsystem v(o) verstehen wir eine Funktion g(Z), die in § eine reguiire 
Funktion von 2p, 2, 2, darstellt, in §_ beschrankt ist und der Transformations- 
formel 


5 , AB 
(12) g(o(Z))=v(o)|\CZ+D *g(Z) fiir o = (< >) CM, 
geniigt. Wenn g(Z) nicht identisch verschwindet, dann ist notwendig 
; E O 7 
' ( 0 - z) ; 


Wir beschranken uns auf solche Charaktere und fordern itiberdies noch 


ES U’ ¢ 
“(5 z) =v(7, p :) 


fir ganzzahlige S, U mit S= S’ und |U 1. Aus den Relationen 


O £\? -E O OEF\(EU\\* (UO 2K 
(_» o) =| O _z) und (2 a (0 4} e - v) fir U?=E 


ist 
O E\2 OE oe ¢ } 
o( : ,) =1 und o(_» o) =v(5 U :) 
fiir ganzzahlige U mit U = U’ = U-— zu entnehmen. Setzen wir speziell 
, 7 , 0 , ° 
U=E und U = e 4¥ so ergibt sich 


OF (U’, O . we fe © 
o(_ £0)="\o mead = ] mit U, = tS aiid 


Da die Modulsubstitutionen 


‘BE S\ [U’O O E\ ey 
( z) G y-1)> (se (S =§,|U = + l) 


nach E. Witt®) die Gruppe M, erzeugen, so ist offenbar v(o) = 1 fir alle 
ao CM,. Es erweist sich also als unnétig, Multiplikatorsysteme einzufihren. 
Jeder Modulform g (Z) 148t sich eine Modulform ersten Grades g* (2,9) 


eindeutig zuordnen. Man erklart sie als Grenzfunktion: 
z, 0 ' 
* (>) — .) 
(13) g* (Z) = im a(‘ ia) 


und beweist mit Hilfe von (12) die Transformationsformel] 
(14) g* (U (29) = (€ % + d)* g* (2) 
5) Wrrt, E.: Hamburger Abh. 14, 323 (1941). 
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ab 


ed) 


fir beliebige Modulsubstitutionen ersten Grades U ( 


). Fir k=1 (2) 
verschwindet g* (z,) notwendig identisch. 

Aus der Invarianz von g (Z) gegeniiber den Modulsubstitutionen Z + Z + 8 
und der Beschranktheit in %, folgt die Méglichkeit einer Fourrerschen 
Reihenentwicklung 


(15) g (Z) = Sa (T) e2*tSv(T2) | 
T 
in der tiber alle halbganzen nicht-negativen symmetrischen 7’ summiert 
wird. Fir ganzzahlige U mit U 1 gilt 
(16) a(T[U])=a(T). 


T und T* sollen eigentlich assoziiert heiBen, wenn es eine ganzzahlige Ma- 

trix U mit der Determinante 1 gibt, so daB T7* = T'[U] wird. {7} bezeichne 

einen Reprasentanten in der Schar der zu 7’ eigentlich assoziierten Matrizen. 
‘ 00 

Hat 7 den Rang 1, so gibt es einen Reprasentanten {7} ( 4 (¢ > 0). 


0 0) 


Wir setzen a, a(T) fir T (" :) t=>0. Die Koeffizienten a, bestimmen 


g* (zo) eindeutig: 
(17) g* (z) = J a, e27 tt, 
t=0 
Ist der Rang von 7' gleich 2, so gibt es nur endlich viele ganzzahlige U mit 
U lund 7[(U]=T; ihre Anzahl sei ¢(7'). Offenbar ist e(Z') = e({7}) 


Wir fihren nun die Parameterdarstellung 


» , > (z?+y*)y' zy?) 
18) Y=s!¥,, ¥,=(" 7")! 
( 1 1 zy 1 y~! 
ein und setzen t=2-+iy. Der Raum der positiven Y wird durch die 
Ungleichungen u > 0, y> 0 beschrieben. Besteht zwischen Y und u, 1 
die angegebene umkehrbar eindeutige Beziehung, was wir kurz durch 
Y + (u, r) zum Ausdruck bringen, so folgt auch 
= , " l l 
(19) [U] Y+(u,U(r)) und Y-1-( »— ), 
| u tT 
was miihelos bestatigt werden kann. Dabei ist U eine beliebige ganzzahlige 
Matrix mit der Determinante 1. Fiir die Gruppe der Transformationen 
Y+([U|Y (U ganzzahlig, |U 1) 
stellt der Bereich 
(20) Pal 0s|\2y¥,;\S¥.5%,15u_ oder 
0S |\2%\/S%S¥%,9<usl 
einen Fundamentalbereich im Raum der positiven Y dar. Als Fundamental- 
bereich der Modulgruppe ersten Grades wahlen wir in der oberen t-Halb- 
ebene die Modulfigur 


(21) ,: (22/51, 2+y2S1, y>O. 


Man erkennt sofort die Gleichwertigkeit der Aussagen: 
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(22) Yc#2rc%,,.lsu oder -.¢%,,0<u<l. 


Die Abbildung Y + Y~-! fihrt $% in sich iiber. 


Wir setzen in der Fourierreihe (15) X =O und nehmen eine Aufspal- 
tung in Teilreihen vor: 


(23) t(Y)=9@Y)=a,+f,(Y) +f.(Y). 
(24) fL(Y)= 3 a(T) e—2*5e(T¥) (y= 1,2). 
Rang T =» 


Hat 7 den Rang 1, so gibt es eine natiirliche Zahl ¢ und eine ganzzahlige 


Matrix U mit |U 1, so daB T * 1) (0) wird. Eine einfache Rech- 


nung ergibt dann 


: ; ect+d\|? 
Sp(T Y)=tu 
la t ; . " , : 
wenn [ (° a) angenommen wird. Damit erhalt man schlieBlich 
‘ . l ad . : er+d\* 
(25) h(Ky=z Da Fen tate SG 
“t=1 (c,d)=—1 
. > , a(T) . — U1Y) 
(26) (Y)= 2D -_ YS” ¢—24Sp(T[U}F¥) , 
(too 8(T) oT 


Summiert wird hier tiber alle Paare von teilerfremden ganzen Zahlen c, d 
bzw. iiber alle ganzzahligen U mit |U| = 1. 
In analoger Weise behandeln wir die Fourierreihe (17): 


(27) f* (Yo) = 9* (4 Yo) = 45 + fi (Yo) » 
(28) fi (Yo) = 2 me 2**™. 
t=1 


Auf Grund der angegebenen Reihenentwicklung kann 


. l > . ct™+d/? 
(29) h(M=> F ft (wt) 


(c,d) =1 y 
festgestellt werden. Ferner ist 
(30) L(Y) =f, (u Y,) =f, (u Y>4 (y = 1,2). 
Das folgt sofort aus (24). Ersetzt man namlich 7 durch r\(_; Ale so 


andert sich a(7') nicht, wahrend 
Sp(TY) in Sp (7 \(_ ; i) ¥)=uSp(P Y;') 


iibergeht. SchlieBlich vermerken wir noch die sich aus den Transformations- 
formeln 


g(—Z~*) =|Z)\* 9 (2) und g* (— 20 +) = 2bg* (2) 


ergebenden Beziehungen 


(31) fe(¥~*)=y|¥ | fe (¥) + {7 Fl" (YX) — fy (PD + (| FF ay — 9} - 
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a —1 k k 
(32) fi (Yo )= ¥* Yoh (Yo) + {7* Yoas — 4} - 
Zur Abkiirzung ist hier y = (— 1)* und y* = i* gesetzt worden. 


Bevor wir den Ubergang zu den Diricuietschen Reihen vollziehen, 
wollen wir noch zur Sicherung ihrer Konvergenz die Fourierkoeffizienten 
a(T) von g(Z) geeignet abschitzen. Im folgenden seien ¢,, ¢9, ¢,, ¢, feste 
nur von g(Z) abhangige positive Konstanten. Wir erklaren die Diskrimi- 
nante von 7 durch 


| ry far T>0O, 
(33) D(T) =} 


| ¢ far 7=(0% [0] (UV ganzzahlig, || =1) 
und beweisen, da bei geeigneter Wahl von c, 
(34) a(T)\\<e¢,(D(T)* fir T+0 
gilt. Hat 7 den Rang 1, so ist a(7') Fourierkoeffizient einer Modulform 
ersten Grades. Koeffizienten dieser Art lassen sich bekanntlich in der ge- 


wiinschten Weise abschitzen, so daB wir nur noch den Fall 7 > 0 zu be- 


" . , - i, t , 
trachten brauchen. Ferner dirfen wir voraussetzen, daB 7 o ‘i die 


Minkowskischen Reduktionsbedingungen 


0<|24\/<t,<t, 


2 


erfillt; denn weder a(7') noch 7 andert sich, wenn man 7 durch eine 


zu T eigentlich assoziierte Matrix ersetzt. Es ist dann tpt, <4|\T|, 1Sto, 
l : ts, also 
(35) Q<4/T|, —54(|T|. 


Zunichst schitzen wir g (Z) ab. Dabei verwenden wir eine von H. Braun ®) 


C D} ~ 
so, daB Z, = oa(Z) in den Srecetschen Fundamentalbereich %, fallt. Es 


. ba le ‘ ‘ , : AB 
angegebene SchluBweise. Zu vorgegebenem Z bestimmen wir o = | ) cM, 


; P ae : i E P Fs 
ist dann |g (Z,)| Sc. Wir wahlen o i. o) CM,, behalten uns eine nahere 


Bestimmung von S vor und setzen Z, = 9! (Z) (—Z+8)—. Damit 
* 
0) also nach (12) 


e » 2 ; * 
wird Z, oo(Z,) und oo a 94D 


g (Zp) =|—Z + S\* g (Z),9(Z) =|(C 8 + D)Z,—C\*g(%). 


, , = P . & 8 , , ‘ ‘ 

Die Koeffizienten der Matrix S ( ¢ ‘) lassen sich im Bereich |s,—2z,| < 2 
8, 8. 

» & 


(vy = 0, 1, 2) ganzzahlig so bestimmen, daB |CS + D|+0, also dem Betrag 
nach mindestens gleich 1 wird; denn |CS+D) ist ein nicht identisch 
verschwindendes Polynom in 8», 8,,8, vom Grad 2. Bezeichnen wir den 
Imaginarteil von Z, mit Yo, so ergibt sich 
g(Z) =abs (—Z + 8) ~* abs ((C S+D)Z,- c)-* g (Z;) 
< abs (—Z + 8)~* abs(Z, — (CS +D)~'C)~*e, 
<abs (—Z + 8)~*|¥,|~*c, =abs (—Z + 8)*| ¥|~* eq. 


*) Braun, H.: Math. Z. 44, 387 (1939). 
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Da die Koeffizienten der Matrix — X + S beschrankt sind, kann offenbar 


(36) g(Z)\<e,|Y|~*(1+ SpY)** 
geschlossen werden. Setzt man hierin Y = T—'!, so folgt unter Beriick- 


sichtigung von (35) 
g(X +iT-})|\ <e,|T\*- 
Aus der Fourrerschen Koeffizientenforme] 
1 
a(T) = fff g(Z)e-2*" S97) dx dxudzx, 
VU 


ergibt sich somit 


a(T)\sc,|T Bean C, T\* q.e.d. 
Wir wenden nun die Mellintransformation auf f,(Y) an, bilden also 
(37) E, (8,3 9) = f f, (wu Y,) u®*-1du (y= 1,2). 
0 


Tragt man die Entwicklung (24) hier ein, so ergibt gliedweise Integration 


(38) E, (8, t; g) = (2 a) —24 I" (2 8) o, (8, t3 g) 
mit 
’ ’ , 9° ’ ; y 28 
(39) , (8,7; 9) SY’ a(T)(Sp(T Y,))-**= J a(T) ( aa Wire ) 
Rang T=» . Rang T =» w+ yPjlgt 2xt, +t, 


— > t,t , , , , 
Dabei ist 7 % ry angenommen worden. Diese Reihen sind in gewissem 
"1 2 


Sinne Analoga zu der Epsternschen Zetafunktion, die in (3) vorkommt. 
Das Hauptaugenmerk ist auf gy, zurichten. g, kann von unserm Standpunkt 
aus als elementar angesehen werden. Zufolge 


os 0 0\|/a b 
Sp(T y 1) t y fiir T ae . ') (: ’) 


wird namlich 


(40) Y, (8.7; g) = G (tT, 2 8) p* (2 8, g*), 
wenn 
l . y? rad a 
(41) Giz,sa)=— JF - und g* (s,g*)= J’ — 
“ (e,d)=1 |ct+d ns t=i 


gesetzt wird. q* stellt die der Modulform g* im Sinne der HEcKEschen 
Theorie zugeordnete Dirichletreihe dar. 

Ersetzt man in (39) 7 durch 7 [U] (U ganzzahlig, |U 1), so andert 
sich g, offenbar nicht; gleichwertig damit ist aber auch die Transformation 
Y, > [U] Y,, woraus 
(42) Pp, (8, U(t); g) Y, (8, T; 9) 
fiir ganzzahlige U mit |U| = 1 erhellt. Wir zeigen noch, daB gz, (8, T; g) 
fiir hinreichend groBe Werte von Res gleichmaBig in t konvergiert, wenn t 


t ¢ a ; , 
“4 ) > 0, tC, gilt die Ab- 


in %, variiert. Unter der Voraussetzung 7’ ( ; 
1 2 


schatzung 
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3 8. 1 git 4 2 pe or 1 
De 7) «© 2443-4, +—43—4- fa =. Vit, +—t, 


Mit Hilfe von (34) ergibt sich somit in der Tat 


P2(8%,t3g\sq » T |" (tots) °: 3 cy 


al 
-_ 
~ 
~ 
nw 
to 
och 
| 
e 


=3¢,0(s—k—4)*?; dabeiist [((s)= J’ n-*. 


Die Reihe g, (8, t; g) ist bei festem s nicht nur in %,, sondern wegen (42) 
auch in der Halbebene y > 0 beschrankt. Ferner gilt lim g, (s, t; g) = 0; 
yer 
denn jedes Glied der Reihe konvergiert fiir y + o gegen 0. 
Es liegt nun nahe, die Funktion g, oder &, einer Fourieranalyse betreffs 
der Funktionen e (rt) zu unterziehen, die folgenden Bedingungen geniigen: 
1. e (rt) ist in der Halbebene y > 0 zweimal stetig differenzierbar und be- 
schrankt. 


2. e(t) geniigt der Wellengleichung 
‘ 2 (_@ ow \a3 2 
(43) y (> zt gp) tit r*|e(t) =0. 


3. Fir alle Substitutionen U der Modulgruppe ersten Grades ist 


(44) e(U(t)) e(t). 
Automorphe Eigenfunktionen dieser Art werden kinftig der Normierung 
x 3 rr a . 
(45) — f{ f e(x) e(z) ezey - 
7's y° 
unterworfen. Ist e(z) konstant, also r= 4 M , So ist |e(t) 1; denn der 


, ee nm ‘ 
hyperbolische Inhalt von %, ist gerade =s Es soll dann e(t) = 1 ange- 
nommen werden. Wir bestimmen zuniachst einige einfache Eigenschaften 
der e (rt). 
Aus den aufgefiihrten Bedingungen folgt, daB®B e (rt) in eine Fourierreihe 

der Art 

. . 1 , 9 
(46) é(t) = u(y) + D ba y? K;,(22 Bi gp err 9 

n+ U 
entwickelt werden kann. Dabei ist 
rr A am ¢ 7 , 

- | boy! ‘T+egy?’ fir r+0, 

(47) u(y) 
| 1 . 
by y® log y + Cy y? fir r=Q. 


Wir wenden den GREENschen Satz 





(48) [{ (V(t) AU (x) —U (t) AV (t))dxdy= [| Vir)- O'(s) _ U (r)- )as, 


¥ R on on 
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wobei R den Rand eines Bereiches 8, n die nach auBen weisende Normale 
und s die Bogenlange auf i bedeutet, auf U(r) =e(t) und V(r) = e(r) 
an. $=, sei speziell der Bereich O< ysq, |\22\/<1, 2&+y 21. 
Fiir q > co geht %, offenbar in §, tber. Zufolge (43) wird 
con ee —— dzxd ; 
(—9r? +7?) / f e(t) (7) _— 7 =—? isym [ e (zt) dx| 
By y 0 _ ly=q 
denn die Beitrige des Randintegrals zu aquivalenten Randstiicken heben 
sich auf. Eine einfache Rechnung zeigt, dab 


cet) 


1 


. a , l > 
f e(t) dx=u(yju'(y)+ 3» aa, y? K;, (2 2\n\ y) “(yt Kix (20\n y)) 
0 oh n+0 dy 


ce(t) 





ist. Aus bekannten Eigenschaften der BEssELtschen Funktion K, (z) geht 
hervor, da8B die unendliche Reihe 3° fiir y + oo gegen 0 konvergiert. Mithin 
n+0 
liefert der Grenziibergang gq > oo: 
" S138 2i lim & (y) u’ (y) 
3 (—7r? + 7?) = —22 lim Fmu(y) wu’ (y). 


yoo 


Setzt man r=a-+if (a, B reell), so ergibt eine elementare Umformung 


a . oo? hak 
a 6 = lim Ym u(y) w’ (y) 
e y—> co 
tim | (C00 ¥?? — bo by y~**) & + (— i bgt y y*"* + icy bg y—*%) B fir r+ 0, 
Pave | Jim cy by fir r=0. 


Dieser Limes kann im Falle « 8 +0 nur dann existieren, wenn entweder 
b, oder ¢, gleich 0 ist. Dann ist der Limes selber gleich 0, was aber mit 
a 8+0 im Widerspruch steht. Allgemein gilt also «8 =0; d. h. 1 ist 
reell. Nach der Fourrerschen Koeffizientenformel ist ferner 

L ’ . 

fe(r)e27***@dz=b, y2? K;,(2a\n\y) fir n+0. 

0 
Dieser Ausdruck ist beschrankt. Sei B++4, also }+7?+0; dann ver- 
schwinden nicht alle 6,; mithin ist auch 


y? K;,(y) fir y>0 beschrankt. 
Beriicksichtigt man 
lim y*Ki,(y)=2°-'I(v) fir Rer>O, 

y—0+0 
so ergibt sich offenbar |8|<4, mithin }+7r?>0. Der Fall B= +} 
fuhrt auf eine Potentialfunktion, die in jedem Punkt einer geschlossenen 
Flache regular ist. Eine solche Funktion ist notwendig konstant. Es ist 
also allgemein 


(49) p =Q oder a = 0, B <} 


Da auch 
1 
fe(t)dx=u(y) 
0 
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beschrankt ist, so folgt nunmehr (fiir y + co) bs =e, = 0, d.h. u(y) = 0, 
sofern e(r) nicht konstant, also |f| < } ist. Setzen wir generell 


P 1 fiir e(r) = konstant, 
(50) (é) 
| 0 fiir e (rt) + konstant, 


dann ist also 


(51) u(y) = d(e). 
Wir wenden (48) auf U (r) e(t) und V(r) l an und erhalten 
— dxd 1 Be(t) 
(} +7°) J / e(t) + y - = dz}. 0. 
b:) y o 79 y=4q 


Hieraus ist schlieBlich 
-_ S #2 dady 
(52) }}/ e(t) ; 0 (e) 
ep 2 
a 
zu entnehmen. 
Wir wenden uns nun der Untersuchung von 


= rr — dzxd 
(53) R (8; e, g) | / & (8, t3g) e(t) i 


> 


zu. Hierin tragen wir die in §, gleichmaig konvergente Entwicklung (39) 


fiir » 2 ein und erhalten nach gliedweiser [Integration 
(28 . om — oy = a _2g—— dxdt 
R (8; e,9 = P T a fi (Sp(T[l | Y,}} *e(t) nt 
|x (22)*" «7 » hog 1 J, y* 
(54) a ' : 
92 I" (28) . 1(T') ~ . —— _9g—— didy 
PJ a f f (Sp (T Y,)| "e(t)———. 
|x (2 2)** T;}>0 e(T) 0 x y 


U durchlauft in der ersten Summe alle ganzzahligen Matrizen mit der De- 
terminante 1. Es bleibt noch 


(55) Q(s, T) = ri "a {Sp (T Y,)} 28a) dx dy 
0 —-« 
zu berechnen. Setzt man 
Y= yA+ty, T ty + ty), 
so wird 
sp(ry,)=|ritztt+vtt! ,_ ITiiu—t 


Die Variablentransformation t > 1, liefert also 


al si ’ > . 4 28 ’ lad 
(56) Q(s,T)=|T\*f | —s w (x, T) <9 
Q—ol\e + H+! y 
mit 
a 
si . “id te t 
(57) w(t, T) e( s ), 


nachdem an Stelle von t, wieder t geschrieben ist. Wir fiihren in (56) hyper- 
bolische Polarkoordinaten 9, @ zum Mittelpunkt t =i an Stelle von z, y 
ein. Es gelten die Beziehungen: 
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“~~ =§&+in(€,nreell), E=xcos?, n=xsind (x>0), 
e+ y* dad PA 
x = igs, ~- re = 2 Cojo, “a = Singdedd. 


Die Wellengleichung (43), der w = w(t, 7’) geniigt, transformiert sich in 


] “in 
i ss of. 2) 6 
Sino (Sing (2 tr ) @ 0 


7 Cw l ea 
(58) 4 


Sing &6 





Cc 
ce co 


und (56) geht iiber in 

(59) Q(s,T)=4°*\T\~* f f (Coje)—**oSingdodd. 
6 0 

Wir entwickeln @ in eine Fourierreihe: 


oo 
" , S” om 2xind 
(60) @ ies 
Die Koeffizienten w, (g) geniigen gewissen Differentialgleichungen, die aus 
(58) zu gewinnen sind. @, (g) insbesondere ist Lésung der LEGENDREschen 
Differentialgleichung 


d dw, 
22 2) « 
7 (0-2) Ge]-@ + 1°) Wy = 0, 
wenn z= @ojo gesetzt wird. Da w, fir 9 = 0 noch regular ist, so ergibt 


sich nach’) Kap. IV. § 4, (6a) 
(Wo (0) CP _ 4 5 i (Col). 


Die Konstante c hat den Wert w, (0). Damit wird 


. —_ sn ; 
w (i, T) ®,=-9 = lim =— | wd = lim @(@) = c¢. 
e>0 ~7% 0 e+0 
Wir tragen die Entwicklung (60) in (59) ein und fiihren die Integration 
iiber @ gliedweise aus. Offenbar liefert nur w, einen von 0 verschiedenen 
Beitrag zum Integral. Nach der Substitution z = €ojg erhalt man 


(61) Q(s,T) =2a(i,T)4~°|T fe B_ 4 sir (2) de. 
Tragt man die Darstellung 


Ki, (t) = | = tt fe-"*B_,, ,, (z)dz (s. 7) Kap. IV, § 5, Abschnitt f) 
2° 4 ; 
in 
224-5 rs -—= -)P(s ae ) = { K;, (t)t?*~# dt (s. *) 13-21, (8)) 
- 4 \ 2 4 0 


ein und vertauscht die Reihenfolge der Integrationen, so enthalt man 


7) Maenus, W., u. F. OpeRHETTINGER: Formeln und Satze fir die speziellen Funk- 
tionen der mathematischen Physik. 2. Auflage. Berlin-Géttingen-Heidelberg: Springer- 
Verlag 1948. 


8) Watson, G.N.: A treatise on the theory of Bessel functions. Cambridge 1922. 
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- ‘ rls ie l rls ~ 2 l 
2B (2) dz = 4*-1 (s ) :) | 2 z) 


Die Berechnung von Q ist damit durchgefiihrt: 
g 


r a = ] r a ir Js 1 \ 
(62) Q (s, T) = x w (i, T)|\7T|~* | : ‘) | : t) * 


2 I’ (28) 
Es erweist sich als zweckmaBig, e(1t) als Funktion von Y darzustellen: 


(63) e* (VY) e(t). 


Alsdann wird 


j 
-_ T\2i—t “—— 
w (i, T) e| 4 e* (7 », 

to 
Die zu bestimmenden Funktionen (54) erscheinen nunmehr in ihrer end- 
giiltigen Gestalt: 

» —2 - iT l . ir l 

(64) R(s8;e,g) = (22) ‘T'\s- - )I'{s + — >) # (85 €9)- 

eA + 
Dabei sind 
(65) P (8; €, 9) = 
die der Modulform g in natiirlicher Weise zugeordneten DrrIcHLEtTschen 
Reihen. 

§ 2. Bestimmung der Funktionalgleichungen. 


Eine Funktionalgleichung fiir q, (s, 7; 9) + @z (8,7; g) 14Bt sich leicht 
bestimmen. Setzt man 


(66) &(s, 73g) = &, (8, t39) + & 


(8, t; g) = (2 m)—*# I" (28) [p, (8, 3g) + Po (8,73 9)]; 


so ergibt sich in der tiblichen Weise (s. *)) mit Hilfe von (30) und (31) 


E (8,3 g) = f (f (uw Y,) — ag) u®*-1 du 
0 


(67) [ (f (u Y,) — aq) u2*—2 du + (—1)* [ (f (uw Y,) — a.) u2*-)-1 du 
1 1 
Ay (— 1)* a, 
28 z2(k— 8) 
woraus 
(68) & (k — 8, t: g) = (— 1)* & (8, 7; g) 


erhellt. Aus (67) kann der analytische Charakter von g, (8, t; g) bestimmt 
werden; denn 9g, (8, t, g) setzt sich aus den Faktoren g* (2 8, g*) und G(r. 28) 
zusammen, von denen der erste durch die HEckEsche Theorie*) beherrscht 
wird, wahrend fiir den zweiten in ®) eine geeignete Reihenentwicklung an- 
gegeben worden ist. Der Vollstandigkeit halber fiigen wir noch die Formeln an: 
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E* (8, g*) = (2 a)—* I'(s) p* (8, 9*) 


(69) : F ft (w) u®-ldu + i* f fw uk-t-1 dy — “ - rs. 
(70) E* (k — 8, g*) = i* &* (8, g*), 

(71) n (8, t) = a—* I'(s) C (28) G(r, 8), 

(72) n (l—s8, t) = 7 (8, t). 


Diese Funktionalgleichung ist evident auf Grund der Entwicklung 


n (8, t) = 2a-* I'(s) 0 (28) y* + 2a4-* T'(s—}) €(2s—1) y-8 


_ —_ 
n+0 \d,d,=n 


(73) 42 >| e i2it-* dy|*~¥) yt K,_4 2mm y) e2zinz , 


wenn hier noch die Funktionalgleichung der Rr—EMANNschen Zetafunktion 
¢ (s) beriicksichtigt wird. 

Unser eigentliches Ziel ist jedoch, Funktionalgleichungen fiir die Funk- 
tionen (8; ¢,g) zu finden. Zu dem Zweck wird 


mo —— dzd , Po. +) ra! dxd 
R (8;e,g) = (f & (8, t3 9) (0) ——* = —— { {f{ f,(uY,) e(t) u®*-1 du = 
a “§, y Vx 0%, y 
umgeformt. Die Integration iiber w unterbrechen wir an der Stelle u = 1: 


Das endliche Integral tiber w von 0 bis 1 wird mit Hilfe der Substitution 
ge . , . 

u + — in ein solches von 1 bis co verwandelt. Beachtet man die Trans- 
u 


formationsformeln (30), (31) und die Mittelwertgleichung (52), so ergibt sich 
fir R die Zerlegung 





(74) R (8; €,g) = cre f.(¥) e(t) u2%*—-ldu mn 
Vx i %, y 
(-1)* ° £(Y) aa) u2e-o-1 dy 2249 _ (1 (—1)*)\ Vx a94 (e) 
a oe 8 a dad 
Pf ((—DF YF A(X) — fh (YY) ee) ud 
yrz 13 : y 


Um hier eine Invarianz gegeniiber der Substitution s + k — 8s zu erkennen, 
miissen wir das letzte Integral geeignet umformen. Zugleich ist damit die 
Frage der analytischen Fortsetzung von 9 (8; e,g) zu klaren. Ist doch die 
vorgenommene Umformung von R nur fiir s-Werte mit hinreichend grobem 
Realteil erlaubt! Wir kénnen das letzte Integral offenbar als Grenzwert 
des Ausdrucks 
Pp — 
(75) J (p,q) = ed Sf ((— VF u2* f,(Y) —f, (YY e(t) u-24- 1 du oo 
Vai Bo 

fiir p,q >  darstellen. Dabei bezeichnet wie bisher 8, den Bereich 0 < y <q, 
l2a/s1l, 2+ySl. Sei 
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k Pp 
I) mt i \ 7a) 2k ixd 
Ji (Pp. 9) } if f,(¥Y) e(s) u2@ )—-1 dy S729 | 
ya 1 3, y* 
(76) 
Pr ry rd 
J, (p, 9) l manne 4 1) @(t) u-2*-1 du d dy 
F \2 1S y* 
qd 
Dann wird 
(77) J (p, q) J, (p, q) - J. (p, q)- 


Die Integrale (76) werden nun mit Hilfe der Entwicklung (29) berechnet. 
Zunachst bestimmen wir zu jedem Paar teilerfremder ganzer Zahlen c, d eine 


ae ’ al : . es a 
Modulsubstitution | ( .)> die den Fundamentalbereich 3, in den Strei- 
c tf 
fen |2 2| <1 abbildet. U ist durch c,d eindeutig bestimmt. Wir setzen 
(78) S, 2 U ®,); 


wobei U ein volles System von Modulsubstitutionen der angegebenen Art 
durchlaufen mége, so daB die zweiten Zeilen zweier Substitutionen U sich 
nicht nur um einen Faktor + 1 unterscheiden. Damit ergibt sich 


Dp - 
+ oe stt+d\*?*\—— oy, d 
(79) Ji (p q) 5 ee ft (uu ¢ t e(z) u2t—#)—-1 dy t os9 


? 


Zz 
( 1) — u\—— g ; dxdi 
| CS ft | )e(r) wrth s)—-l du =. 
, y y 
S 4 


Sind rt und 1, Punkte des Streifens |2 x} <1, y > 0, die beziiglich der Mo- 
dulgruppe 4quivalent sind, so stimmen y= Qmr und y, = Ym, tberein 


i l as , 
oder es ist yy,< 1. Sei nun <Sy=q, 1 C, Dann ist entweder 
q 


l , 
WY y sq oder y¥, < <q, jedenfalls also 1,cB 


» mithin tC G,. Der 
y . 
Bere ic h 


ra 


ist also in Se enthalten. Es sei M eine Schranke fiir e (r): 
e(t) <M fir y>O. 
Wir entwickeln die Eigenfunktionm in eine Fourierreihe. Nach (51) kann 


é(T) O (e) | D cy) e2ine 
n+0 


gesetzt werden. Sodann ergibt sich mit einer gewissen Funktion C, (v), 
die der Abschatzung 


C, (v) <M geniigt, 
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u 
ap —2at dxdi 
[fe vey — 
Sq 
u u 
‘ —2xt dxdy _p —2at—-—. da dy 
[fe ¥e(r) —- + ffe ¥ e(t) 
Poe y S, y 
= =m qysl 
22\< 
g —2at~ dy . —2at > — dads 
=d(e)fe v%4ffe ver 
i y € y* 
. q 
q qysl 
~Sat- y=q —2xt y=4 
= 5(e) 2atu 1 Cq (tu) 2 atu 
-“- y = y—0 
q 
| e 2% ) 
j i. 2 ee —2atug 
2 atu \' ihe hae Z 


erkennt sofort, daB 


5 (e) —C,(v) gesetzt worden. Man 
an, um J, (p,q) zu 


Dabei ist CE (v) 
C7 (v)| <M ist. Wir wenden die abgeleitete Formel 


berechnen: 


k 00 
(— 1) 4 
J, (p;9) 2 at 
yx ¢t=1 
\& o P tae” aad a 
(— 1) y 4 f ld(e)e q — CF (tu) « Satu) .20—s D du. 
pong zat i \ 


u 
Dp ~~, m2at— dadi 9k — -. 
jj ¢ Y e(T) v2 1! du 
od y? 


J 
1 &¢ 





(81) 


yx t 


Analog verlauft die Rechnung fiir das zweite der Integrale (76): 





1 . 
, wr ct+di\? 2s—1 dady 
Js (Pp, 9) > JSS ft (u ) (t) udu dd 
; 2) 2 (edy=11 B, y 
(82) P 
P ice ———— led 
| [f(T jeu” ‘i — 
yx i ce LY y 
P 
00 a 
va f ffe ¥e(t)— 2 u 1 du 
¥yxt=1 1 So y 
Pp 
oS 1 ~ 9 9° an 
= >, = f {5 (e) @ —C% (tu) ?**™4 a2") du. 
\x t—1 77! 4 
Pp 
Wir setzen zur Abkiirzung 
co 
P _ = at ,— Baty 
(83) h(y) ~, dat 
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Dann wird 


84 h’ — fF (2 
(54) (y) fi (y) - 
und 
= k P / 9 = — 1 9 = 
(85) J (p,q) - (— 1) 8@ pr(™) ur 3 a5 9 (e) pn(*)u% du 
/x i \q | ma i 
Pp 
(i— 1) © 


Pp ¢ 
; fn —8a 2(k—s— 
mn > 7 [ CE (tu) tug ,, 38-6 ) du 
Vu tay %F j 
; ve —2atuq. 2(s—1) 
i i | Cq (tu) « u~ du. 
ya tay <%* 3 


vp 


l es at 


Der Beitrag der letzten beiden Summen zum Integral J (p,q) wird unter 
der Voraussetzung o = Ries > k abgeschatzt durch 


M 2 lal {2-2 . a ae 
v t } e fatud 7, Lf ¢ 2Qatuq 4! Daa 
2nVa imi? li 0 
M ~~ il > awed 2(¢—1 MI'(20—1) te 
» t fe atuq, 2(0 du = = or x mt 
2xVa t=1 * 9 Gap" isa 6 het C 


a . . er 
O(-) fir q > oo gleichmaSig in p. 
Demnach ist ees 
(86) lim J (p,q) = lim J* (p,q), 


?P,q> @ ?.qa-< 
wenn wir 


—- A é P / (kk — = Cc 1 \ 9 
(87) J* (p, q) 7 6 (e) | h( =) ur . du — 7. J h( 7 )we de 
ss 4 1 \ az #1 


setzen. Partielle Integration fiihrt auf 


( 1)* ble a(—)a®@-9-1 Se? 8 fe) h(—) ue? u=1 
(88) J* (p,q) a —I) O(é) q aha e q 


\'x z (k — 8) I ' |x 28 I - 1 
u Pp 
k Pp 1 
(— ] ) (e) 2(k — s)- D : Se. 
r Found f R(T) ue iid | 6 (e) f t()u** du. 
a q(2k—28—}) i q nq(2s—1) 1 \q 
p 
Wir vollziehen den Grenziibergang p > oo und erhalten 
\ } 
(—1)*6@4(2) 5(e)h(+) 
(89) J* (q) = lim J* (p, q) = — a7 : 
p—>0o Vx (2k—28—1) | x (2s—1) 
k oo 1 ‘ 
(— 1 5 9(k —s)— ; 23— 
+ Md f ft | = ee On8 Be ot) ft (=) u** 1 du. 
} a q(2k—28—1) j q yaq(2s—l)o0 \@ 


Nach (32) ist 


t(s) =i (2) (2) + (#(2)-1) 0. 





J* (q) 


28 
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Damit wird 


— 20) 4(1)/ 1 , (—1)* 
Va q/\2s—i * 2-8-1 


_ ad k-1 © ie ~s J 2 
(— i)" d(e)q fft(£)ut- 8d _ deg” f ft(£)um* 88d 
0 


| a (2k—28—1) i as \ a (2e—}) | u 
(— i)* d(e)q*¥—*a, (—1)¥ 6 (e) a, 

Ja (2k—28—1)(k—28) 22q}/a (2k—2s—1)(k—8) 
i* 5(e)q*-*a, 6 (e) ay 


- + —— 
2q)2 (2s—1)8 


d(e) ,/1 ] , (—1)* 
Vx ta) eer * 5-327) 


) x (28—1) (28 —k) 


_ iF bte)q2*-—-1 @ ae a -k 2s—1 aes 

( ; ol f ft(u)u2* ot ? afi? f ft (u) u* 2s—1 ay 
a(2k—2s—1) 0 mz (2s—1) ¢ 

iF 5(e)g*—* a, hake . . -s ) 5 (€) a, = — -) 

Va (2s—k) \2(kE—8)—1 28-1) © aga \(2k—28—1) (k—8) © (28—1)s}° 


Wir ziehen die fiir qg > © ersichtlich gegen 0 gehenden Glieder heraus, 
bilden also 


os 6 (e) ] ] ; = 1)* 
(90) J(q) = - Vx b=) (5547 + aaa) 
i* 5(e)q*—1 a, = 1)* _ 1 ) 
\ x (28—k) 2(k—s8)—1 2e—1/)]° 
Es ist dann 
(91) lim J (p,q) = lim J* (q) = lim J (q). 
p,q q-> qo 


Beriicksichtigen wir die Identitat 
k k k 
— l ] (—1 ] —1)* —1 ] 
(. (— 1) - )=; (, ( ) ele +f , = — 
k\2(k—s)—1 2e—1 k—1 \ 2(k—«e)—1 2s—1 k—1 2s—k 
fir k> 1, 


l 


so folgt wegen Ay ((— 1)* - 1) = 0, dab 
: _ 6) 1 . (— 1° l cot) 
(92) J (9) = Vx (ss + seat) (-4 (5) + k-1 


ist. Es bleibt der Grenzwert der letzten Klammer zu bestimmen. Ausgehend 
von der Formel 


g So, .* “Tr (e) (2aty) ‘ds 
224 geo . 
finden wir 
hist = at oe? $F _al@ as “ Oth OT gy, 
“Nt gio t=1 2at(2aty) 472) gic (22 y) 


wenn wir o hinreichend groB wahlen. Wir verschieben die Integrations- 
gerade parallel bis zum Punkt s = — }. Da I'(s) in s=0 und g*(s+1,9*) 
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in s=k—1 je einen Pol erster Ordnung haben?), so wird nach dem 
Residuensatz 

l r gttO eg 4 1, g*) I'(s) 

- 5 f F v de 4 g* (1, g*) 
— | 22% -~4{—io (22 y) 


2 


al(k 1) | 
(2ay)*¥-1 J 





(93) h (y) 


Dabei bezeichnet « das Residuum von q* (s, g*) in s = k. Man stellt leicht 
fest, daB das letzte Integral mit y gegen 0 konvergiert. Infolgedessen ist 


(94) _ y* (1, g*) lim [ h(—} ; 


22% 


l l a Tk a 
qx q (2 2)* 


Aus der Heckeschen Theorie*) entnehmen wir noch die Beziehung 


2 k . kn 
(95) Ga = (— 1)" a,=1 (22) I'(k) a. 


Alsdann wird 


: k-1 
l i” Aq l * 
| 1 ( (1. + 
Tim { od aes oa ¥* (1g9*) 
und 
; 5 * (1, g*) (—1)* 
(96) lim J (q) SG)¢ C-9 z 5 
q« 22 | 4 -8 ! = (k 8) l 
Diese Beziehung gilt nicht nur fiir k > 1, sondern auch fiir k = 1, weil dann 


beide Seiten der Gleichung verschwinden. Aus (74) ergibt sich damit die 
gewiinschte Darstellung 





4 3  —- Ss. dxdt 
(97) R (8; e, g) } J f.(Ye(r)u *—1 du a 
Va 1%, y* 
} , a », %(k va dadi 
i \ | (ffe(Yye pu " L du y 
bn 1°9, y* 


Vx a,d(e) (1 , (—1)*\ | $e) 9° (9°) | (—1)* ) 
6 le & =] > 2s— 1 1/}° 


2a\a 


Sie ist giiltig fiir alle s und liefert die analytische Fortsetzung von 9 (8; e, g) 
in die ganze s-Ebene. (8; e,g) ist abgesehen von endlich vielen Polen 
erster Ordnung iiberall regular und geniigt offenbar der Funktionalgleichung 


(98) R (k — 8; e,g) = (—1)* R(s; e,g). 


Anwenden lassen sich die vorstehenden Untersuchungen auf die Eisen- 
steinreihen. Die Fourierkoeffizienten dieser Reihen haben, wie SreGEw') 
gezeigt hat, multiplikative Eigenschaften. Es ware von Interesse, festzu- 
stellen, ob es sich. hier um eine Besonderheit der Eisensteinreihen handelt 
oder ob auch anderen Modulformen zweiten Grades diese Eigenschaft zu- 
kommt. Diese Frage ist wegen der Beziehungen der Modulformen zu den 
Dirichletreihen und wegen mdglicher zahlentheoretischer Anwendungen 
von erhéhter Bedeutung. 


(Eingegangen am 21. September 1949.) 
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